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Seminar iiber Markovketten

1 Ubergangswahrscheinlichkeiten héherer Ordnung und
Zerlegung des Zustandsraumes

1.1 Definition und allgemeine Eigenschaften

Sei im folgenden

(Q, A, P) W-Raum

S # () abzéhlbar (0.B.d.A. S ={0,...,m} oder S = Ny)
X, 1 (Q,A) — (S,P(S)),i € Ng ZV

{Xn,n € Ny} stochastischer Prozess in diskreter Zeit auf einem W-Raum (2, .4, P) mit Zustands-
raum S

Definition 1 (Stochastische Matrix). Die Matriz

Poo  Po1  Po2
Pio P11 P12
™= (pij)i,jes = P20 P21 D22

heifit stochastische Matriz, falls jede Zeile p;. eine Zufallsdichte auf S definiert, d.h. p;; > 0 und
Zjes pij =1

Definition 2 (Markovkette). {X,,,n > 0} heifit Markovkette mit Startverteilung {ay} und Ubergangs-
matriz © = (pij)ijes, falls

P{Xo=k}=aqa, firKesS (1)
und ¥n € No : Yig, ..., in—1,4,5 mit P{Xo =10,..., Xpn-1=1tn—1,Xn =10} >0
P(Xpi1=j|Xo =0, ..., Xn1 =tin_1,Xpn =1) =pjj (2)

Satz 3 (Markoveigenschaft). (i) Mit P{X, € By,...,Xn—1 € Bn_1,X,, =i} > 0 gilt:
P(Xp41=j|Xo € Bo,...,Xn1 € Br_1,X,, =1) = pjj
(ii) Insbesondere gilt
P(Xn1 = jlXn = i) = pij

Beweis: Sei Z = (Xg,...,Xp—1) und P{X,, =i} > 0.
Mit B= By X ... X Bp_1und M :={z € B|P{X,, =4,Z = z} # 0} gilt:

P(Xp41=j|Xo € Bo,..., X1 € By1,X, =1)

- P{anli,ZeB} - P{Xp41 =4, Xn =i,Z € B}

- P{Xn:Ii,ZeB} ';P{Xn-‘rl =4, X,=14,7Z =1z}

~ P{X, :1i,Z € B} ;J P{X?{l)glj;ffz_:i’zz} =2 pix, —iz=2)
1

- FECiZeE P Y P =i Z =)
1

= o PIX. —i. 7 € BY = ps
P{XHZi,ZEB} Dij {n 1,4 € } Dij
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Somit gilt insbesondere

P(Xn+1 :]|Xn:Z) :P(XnJrl :]|Z€SH»XTL:Z) = Pij

Bemerkung 4 (Interpretation der Markoveigenschaft). Die Markoveigenschaft bedeutet, dass bei
Kennitnis der Gegenwart die Zukunft nicht mehr von der Vergangenheit abhdngt.

Satz 5 (Kettenregel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten). Seien Aq,..., A, € A mit P(A1N...N
An—1) > 0. Dann gilt

P(A1N...NAy) = P(A)) - P(A3]Ay) - P(A3]|A1 N Ay) ... P(Ap|A1 N ... N Ap_y)

Beweis iiber Vollstandige Induktion. Induktionsanfang fiir n = 1 und n = 2 ist klar.
Induktionsschritt:

P(AN ... Ay N Anir) = P(A1 0. 0 Ap) O Apyr)
D p(Apyi|AiN.. N A - P(AN...NAY)

v
DD p(A) - P(As|A1) - ... P(Apsa| A1 N 0 A)

Satz 6 (Produktformel fiir Markovketten). Fir eine Markovkette {Xn}nen, mit Startverteilung
{ar} und Ubergangsmatriz (pi;)i jes gilt fir beliebiges k > 0 und g, ...i, € S:

P{Xo =0, X1 =i1,..., Xk = Ik} = QigDigi, Piris - - - Pin_1in (3)

Umgekehrt: Fiir eine Dichte {ay}, eine Ubergangsmatriz (p;j)i jes gilt: Brfillt {X,}nen, fir alle k>0
und alle ig,...ix € S die Bedingung (3), so ist {X, }nen, €ine Markovkette.

Beweis: Sei {X,, }nen, eine Markovkette.
Fall 1: P{Xy =i0,..., Xg—1 = ix—1} > 0. Dann gilt nach der Kettenregel

k
P{Xy=1i0,...,Xp =i} = P{Xo =140} H P(X; =i;| X0 =10,..., X1 =1-1)

j=1

k
= Hpij—lij = QigPigiyPiris -+ - Pig_vig

j=1
Also ist (3) erfiillt.
Fall 2: P{XU = io, e ,Xk,1 = ikfl} = 0. Setze
Falls n = 0 ist a;, = 0 und Behauptung (3) gilt. Ansonsten ist nach Definition von n

P{Xo =7i0,...,Xpn-1=1ip1}>0

Somit folgt nach (2)

P{Xo =ity o, Xoo1 = in1, Xo = in} _
P{Xy=1p,...,Xn_1 =in_1}

Dip_14n — P(Xn = i7z|X0 = io, o 7Xn—1 = Z.n—l) =

und daraus ergibt sich die Behauptung (3).
Umgekehrt: Sei {a;} Dichte, (pij)i jes Ubergangsmatrix und (3) fiir alle £ > 0 und alle ig,...i € S
erfiillt. Mit k& = 0 gilt (1).
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Weiter gilt (2), denn mit P{X¢ = ig,..., Xp—1 =ir_1} > 0 ist

P{Xo =i0,..., Xp—1=ip_1,Xp = ir}
P{Xo=i0,...,Xp_1=ip_1}

_ QigPigiy -+ - Pig_nix—1Piy_1ix

= = Pij_qir
QigPigiy « + + Pig_2ip_1

P(Xk = ik|X0 =190,..., Xk 1= ikfl) =

Somit ist { X, }nen, €ine Markovkette.

Beispiel 7 (Random Walk). Seien {X,,n > 1} iid und fir k € Z sei P{X,, = k} = ay. Dann ist
durch

So=0, Su=)> X
i=1
eine Markovkette definiert.
Begriindung
P(Sn+1 :j|50 = io,...7Sn :im) = P(Sn +Xn+1 :j|SU = i07...,Sn :im)
- P{Zn + X, :]} - P{Xn = .72111} = Qj—i, = Pi,j

Beispiel 8 (Symmetrischer Random Walk mit absorbierendem Rand in 0 und m). Seien
{Xn,n > 1} iid mit P{X,, = —1} = P{X,, = 1} = 1. Dann ist durch

Sn Sy € {0,m}

So=€A1,...,m—1}, Spaq =
o=¢f m =1} 1 {Sn+Xn Spe{l,...,m—1}

eine Markovkette definiert. Diese hat die Ubergangsmatrix

1 0 0 0 0
1 1
0 3 0 0
1 1
|0 3z 0 3 0
0 0 4+ 0 3
0 0 0 0 1

1.2 Ubergangwahrscheinlichkeiten héherer Ordnung
Satz 9 (Verallgemeinerte Markoveigenschaft). Fir n,m € No, k1,...km,i1,...ip—1,4 € S und
P(Xo =ig,..., Xn =in) > 0 gilt:
P(Xps1 =k, . s Xngm = km|Xo =0, ., X1 = in-1,Xp = 1)
=P Xpp1 =k, Xgm = k| X, = 1)
=P(X1=k,....,. Xon = Ekn|Xo=1) (falls zusdtzlich P{Xy =i} #0)
Beweis: Setze i, =i und ip4; =k;, 7 =1,...,m.
Dann gilt
P(Xng1 = ki ooy Xowm = k| Xo = 05+ s Xno1 = in_1, Xn = 9)

_ P{Xo=10,..., Xntm = intm}
P{Xo = i0,.. s Xn —in}

(SaLz 5) P{XO = 10} . P(X1 = i1|X0 = Zo) ot P(Xn+m, = in+m|X0 = io, . ,Xn—i-m—l = in—&-m—l)
B P{Xg=i0} P(X1=i1|Xo=1i0) ...  P(X;, = in| X0 =10, X1 =1ln_1)
= P(Xn+1 = in+1|X0 = io, ce ,Xn = ’Ln) et P(Xn+m = in+m|X0 = ’L'()7 PN >Xn+m—l = in-i—m—l)
(Satz 3)
= DPigint1 " Pingm—t1intm — Piky " Pkiks * -+ Phkpm_1km
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und weiter

P(Xn+1 = k17'~~7Xn+m = km|Xn — 7/)
o P{Xn = in7---7Xn+m = in-l-m}

P{X, =i,}
(Satz 5) P{Xp = in}  P(Xni1 = ins1|Xn = in) - P(Xnm = ingm| Xn =i, - Xppm1 = ingm-1)
P{X, =in}
(Satz 3)
= DPining1 o Pingm—1inim — Piky " Pkiks - Phkp_1km
sowie analog fir P{Xo =i} #0
P(Xy =k, ... Xon = kn|Xo =19) = Diky - Phiks -+ Pl 1k

Daher gilt die Behauptung.

Bemerkung 10 (Matrizenpotenzen). Sei m = (p;;); jes Matriz. Seien " = (PE;L))i,jeS die Potenzen

von m, 0 die Identitdt. Dann gilt 7"t = 7" . = 7 - 7™ und somit

+1
P =S 0o = panyy
kesS keS

n+m

AufSerdem ist wegen m =7"-7

(n+m) Z pgg)p’(gl)
kes

Satz 11 (Ubergangswahrscheinlichkeiten hherer Ordnung). Fiir alle n >0 und i,j € S gilt:
P(X, = j|Xo =) = p

Beweis durch vollstdndige Induktion: Der Fall n = 0 ist klar, n = 1 folgt nach Satz 3.
Induktionsschritt:

P(Xn+l :]|X0 _ Z) _ { +1 J 0 }

P{Xy =1}
_ Z P{Xn1=3,X1=Fk Xo =i}
kes P{XO = Z}
. . P{Xi=kXo=1
= P(Xnt1 =Xy =k, Xo =) - ! Z;{X —E} :
keS 0=
(Satz 9) X P{Xl = k7X() = ’L}
= P(X, =j|Xo=k)- -
]; P{Xo = 7,}
IV) n
S papy) = pli Y
kes

Satz 12 (Unbedingte Wahrscheinlichkeiten). Fir die unbedingten Wahrscheinlichkeiten a§-n) =
P{X, =j} gilt:
= P{X,=j} = awpy?

kes
Beweis: Es ist

P{X,=j} = P{X,=jXo=k} =Y P(Xy=j|Xo=hk) P{Xo=k} =Y arp)}
kes kes kes
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1.3 Zerlegung des Zustandsraumes

Definition 13 (Ersteintrittszeit). Sei {X,,n > 0} eine Markovkette mit diskretem Zustandsraum S.
Fiir B C S ist die Ersteintrittszeit definiert als

75 :=inf{n >0: X, € B}
Weiter sei als vereinfachte Notation 7; = ().

Bemerkung 14. Im Folgenden werden Wahrscheinlichkeiten behandelt, dass ein Ereignis B eintritt unter
der Annahme, dass die Markovkette in einem Punkt i startet. Da dazu die Startverteilung unerheblich ist
kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass Vi € S gilt a; = P{Xo =i} > 0. Dann wird definiert

PA(B) = P(B|Xo = i)
Definition 15 (erreichbare Zustédnde). Miti,j € S heifst j erreichbar von i (in Zeicheni — j), wenn
P{rj <oo} >0

Satz 16 (Erreichbarkeitskriterium). FEs gilt
() S o

i—jeIn>0: Dij

Beweis:
Sei In > 0: pgl) > 0. Dann gilt:

= P{r; < o} > P{r; <n} > P{X, =j} :pz(-?) >0
Sei umgekehrt Vn > 0 : p(") = 0. Dann

Pz‘{Tj < OO} = lim Pi{’rj < ’Il}

Jim P, { O{Xk Zj}}

k=0

IN

lim ZP{Xk =j}

n— oo

= lim Z =0

Definition 17 (kommunizierende Zustéinde). Zwei Zustinde i,j € S heiffen kommunizierend, wenn
i— j und j — i ist (in Zeichen i < j).

Satz 18. Kommunikation ist eine Aquivalenzrelation auf S.

Beweis: Reflexivitit ¢ <> 4 ist wegen des Falls n = 0 in Satz 16 erfiillt, Symmetrie ist trivial. Zu zeigen
bleibt, dass die Transitivitat gilt. Dazu geniigt die Transitivitdt der Erreichbarkeit: Sei ¢ — j und j — k.

Dann gibt es nach Satz 16 ein n mit p(") > (0 und ein m mit p( ™) > 0. Somit gilt nach Bemerkung 10

pZZer sz(g)ps > (n) (m) >0
ses
Daher gilt nach Satz 16 auch i — k. Analog gilt k — 4, also i < k.

Bemerkung 19. Die Kommunikation induziert eine Klasseneinteilung auf S, d.h. mit Aquivalenzklassen
Ci={jeS|ij} git:
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(i) (i j) < (CinC; =0)
(i) (i < j) < (C;s = Cj)
(iii) Uses Cs = S

Definition 20 (Reduzibilitét). (i) Eine Markovkette heifit reduzibel, wenn sie aus mehr als einer
Aquivalenzklasse besteht.

(i) FEine nicht reduzible Markovkette heifst irreduzibel.
Definition 21 (Geschlossenheit und Absorbtion). Sei C C S. Dann

(i) Die Menge C heifst geschlossen, wenn gilt

Vi€C3Pi{TCc:OO}:1

(i1) Ist C = {j} geschlossen, so heifit der Zustand j absorbierend.

Bemerkung 22. (i) Eine geschlossene Menge von Zustinden kann nicht mehr verlassen werden, je-
doch gilt im Allgemeinen nicht, dass sie nicht erreicht werden kann.

(ii) Aquivalenzklassen miissen nicht notwendigerweise geschlossen sein.
Satz 23 (Kriterien fiir Geschlossenheit und Absorbtion). Sei C C S und j € S. Dann gilt
(i) C ist genau dann geschlossen, wenn Vi € C :¥j € C°:p;; =0
(i) j ist genau dann absorbierend, wenn p;; =1
Beweis: (i) ist ein Spezialfall von (7). Bleibt der Beweis von (). Sei die Bedingung aus (4) erfiillt. Dann
gilt sogar Vi € C : Vj € C¢:V¥n € Ny :pE;L) =0.
Induktionsverankerung fiir n = 0 und n = 1 ist klar.
Induktionsschritt (n — n + 1): Sei i € C,j € C°. Dann ist nach Bemerkung 10:

n n Iv) n (Iv)
pz('jﬂ)zngk)% = Zpgk)pkj =0
kes keC

Somit gilt fiir jedes i € C

Pfrce =n} = P{Xo €C,...,.Xn1 €C, X, € C} < P{X, e Cy = Y pl) =0
jece

und es folgt
Pi{rce = o0} =1— Pfrce <oo}=1- Pirce=n}=1-0=1

n=0

Ist hingegen die Bedingung aus () nicht erfiillt, so gibt es i € C, k € C° mit p; > 0. Dann ist

P{rce =00} =1~ Pi{rce <oo} <1 - P{rce =1} =1~ Zpij§1*P¢k<1
jece

Satz 24. Ist C C S geschlossen, so ist (pi;)ijec eine stochastische Matriz auf dem Zustandsraum C.
Beweis: Es ist p;; > 0 und fiir alle ¢,j € C gilt

dopii=1-> py=1

jeC jeCe
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Beispiel 25 (Deterministische monotone Markovkette). Die deterministische monotone Markov-
kette ist durch ay = 1 und p; ;41 = 1 definiert. Sie ist reduzibel und besteht aus den Aquivalensklassen
C; = {i} miti > 0. Fir jedes n € N ist die Menge {n,n+1,...} geschlossen.

Beispiel 26 (Symmetrischer Random Walk mit absorbierendem Rand in 0 und 3). Vergleiche
Beispiel 8. Es ist

1 0 0 0
1 1
)
S 2 ooz
0 5 0 3
00 0 1

Die Aquivalenzklassen sind {0%,{1,2},{3}. Die Zustinde 0 und 3 sind absorbierend, kinnen jedoch von
{1,2} aus erreicht werden. Insbesondere ist {1,2} nicht geschlossen.

Beispiel 27. Sei eine Markovkette auf {0,1,2,3} gegeben mit der Ubergangsmatriz

3
|

O Ovll=

O Ovll=

R O O

DI O O

Diese ist reduzibel mit den Aquivalenzklassen {0,1},{2,3}. Beide Aquivalenzklassen sind geschlossen, d.h.
eine in {0,1} startende Markovkette kann niemals {2,3} erreichen und umgekehrt.

2 Transienz und Rekurrenz

Definition 28 (rekurrent und transient). Ein Zustand i heifst rekurrent, wenn die Kette mit Wahr-
scheinlichkeit 1 in endlich vielen Schritten zu i zuriickkehrt, sonst heifit er transient.

Bemerkung 29. Mit den Ersteintreff-Zeit- Variablen (‘hitting time’ variables) 1;(n) kann man das fol-
gendermajSen formulieren:

i rekurrent < Pi;(1) < o0] =1

i transient < P;[1;(1) = c0] > 0

Definition 30 (positiv rekurrent). Ein Zustand i heif$t positiv rekurrent, wenn
EZ(Ti(l)) < 0

(wenn also nicht nur die Riickkehrzeiten fast sicher endlich sind, sondern auch der Erwartungswert der
Riickkehrzeiten endlich ist)

Definition 31. Firn > 1 sei f](Z) = Pj[m(1) = n] die Verteilung der Ersteintreffzeiten von k, wenn
man bei j startet.

Definition 32. fj, =", ](Z) = Pj[m(1) < o0] ist die Wahrscheinlichkeit, von j nach k in endlich
vielen Schritten zu gelangen.

Bemerkung 33. Insbesondere gilt, dass der Zustand i genau dann rekurrent ist, wenn f;; = 1, und ein
rekurrenter Zustand i genau dann positiv rekurrent ist, wenn

o0

mi = Bi(r;(1) = Y _nf” < oo

n=0

Es seien ferner zwei Potenzreihen mit den Koeffizienten fi(f) und pl(.;l) definiert, sogenannte Erzeugenden-
Funktionen:
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Definition 34. Es gelte 0 < s < 1. Dann sei
)= Zfi(f)s

Satz 35. (i) Firie S gilt
p’ll Zfl’b 'L'L 7 — 17

und fir 0 < s < 1:
1

P = 1R
(it) Fiiri+j gilt

W =3 O, 02 0
k=0

und fir 0 < s <1
Pij(s) = Fij(s)Pj;(s)
Beweis: (i) Da [X,, = i] C [1;(1) < n], gilt

pgf) ZP n=1,7(1) = K|

I
NE

Pl[Tl(l) = k7X‘ri(1)+n—k = 7’]

el
Il
—
3

Plri(1) = kB[ Xnp =i = 3 7 pi "

it g
k=0

[
NE

>
Il
—

wie zu zeigen war. Um den zweiten Teil zu erhalten, wird der Term mit s multipliziert und von 1 bis co
iiber n summiert:

—1—21?“”)" 1=§:p§?)8

n=0 k=0
_ Z Z fz(zk p” Z (Z (nk)sn—k> fi(ik)sk
k=0 n=~k k=0 \n=~k
- PM(S)Z Bk = Py(s)Fii(s)
k=0

woraus die Behauptung folgt:

= Pji(s) — Pii(s)Fii(s) = 1
1

= P”(S) = T”(S)

Der Beweis von (ii) geht dhnlich.
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Bemerkung 36. Im Prinzip bestimmen diese Gleichungen die Ersteintreffwahrscheinlichkeiten Fij(s)
aus der gegebenen Matriz P. Aber die Relation zwischen den Erzeugenden-Funktionen bietet nicht immer
ein praktikables Schema zur Berechnung der Ersteintreffwahrscheinlichkeiten. Fine Technik, die bei der
Berechnung der f’s hilft, wird am Ende dieses Vortrags vorgestellt.

Satz 37. Es gilt

oo
i ist rekurrent & fi; =1 < Zp(f‘) =0

i
n=0

o0
i ist transient & f; <1 & ZPE?) <o

n=0
Beweis: Es gilt

oo

i rekurrent < f;; = Z f(n) =1 F(l)=1

i
n=0

N 1131 Pii(s) = PE{ T,(s) %

Mit P;;(1) = >0, ™ folgt die Behauptung.

i

Dieses Ergebnis hat die folgende Interpretation:
Definition 38. Fir j € S sei

o0
N] = Z 1[Xn:j]
n=1

die Anzahl, wie oft der Prozess nach Zeit 0 den Zustand j erreicht, so dass fiir beliebige i,j gilt

EiN; =Y By, =Y PlXa=jl1=> pijn)
n=1 n=1

n=1

Bemerkung 39. Wenn j =i, dann sagt Satz 87 aus, dass ein Ausgangszustand i genau dann rekurrent
ist, wenn die erwartete Anzahl des Eintreffens der Kette im Zustand i unendlich ist.

Satz 40. Firi,j € S und nichtnegatives k € Z gilt
1= fi k=0
fij jkjfl(l = fij) k=1
Deshalb gilt, wenn j transient ist, fir alle Zustdnde i

P[N; < o] = lund E;(N;) = Sy Sl <00

und N; ist bezgl. P; geometrisch verteilt:
Pj[Nj =k} = (1= f;;)(fi;)* k>0

Wenn j rekurrent ist, dann

und fir alle i

10
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Beweis: Fiir Zusténde ¢, j gilt P;[N; > 1] = P;[1;(1) < oo] = f;; Fiir jedes k > 1 gilt
PZ[NJ > k‘] = PZ[TJ(I{) < OO] = PZ[TJ(].) < 00,... 7Tj(k) < OO]
= Pifrj(1) < 00]Pj[r;(1) < oo]*7" = fi;(£3;)" 7"

Insbesondere gilt P;[N; > k] = (f;;)*
Angenommen, j sei transient. Dann gilt

Pi[N; = oo] = lim Pi[N; > k] = lim fi;(f;;)" " =0, daf;; <1

k—oo

Fiir den Erwartungswert gilt

[ele] oo j—1
E(Nj) =) P[X=j-j=) Y P[X =]
j=1 j=1 m=0
=Y. > PRlX=j=) RN;>m
m=0 j=m-+1 m=0
NS gy i
_gfl](f]j) 1*fjj

Bemerkung 41. Wenn die Kette in einem rekurrenten Zustand i startet, trifft sie den Zustand i also
unendlich oft und wenn i transient ist, erreicht die Kette i nur endlich oft.

Bemerkung 42. Obwohl das Verhdltnis der Erzeugendenfunktionen einen Zusammenhang zwischen den
n

{pgj
Werte der fi(jn) bendtigt, kann man sie rekursiv berechnen.

)} und {fi(jn)} herstellt, ist es in erster Linie von theoretischem Nutzen. Wenn man in der Prazis die

Firi,j €8 gilt fi(jl) = pij, und firn > 1 gilt

S = BlX1 # @1 # 5, X = ]

= Z Pi[Xl:k7X27éj7...,],‘n_17éj,Xn:j]
k#j,kES

= Y PlXa#j... w1 # 5, Xn = j|X1 = kIP[X) = k]
k#j,kES

:Zpk[Xl ¢j7~--azn—2 #jaXn—l :j]Pi[Xl = k]
k#j

= Zpikf]i?_l)

y

Zusammengefasst gilt also:

() _ Pij n=1
fl {Zk;ﬁj pikf;g;hl) ,n>1

Dies lasst sich am Besten durch rekursive Matrizenmultiplikation ausdricken:

Definition 43. Sei WP .= ((j)]?z'k), mit

G _ b k#Fj
plk_{o k:]

U P wird also aus P durch Nullsetzen der j-ten Spalte gewonnen. Fiir feste j € S sei der Spaltenvektor

5= (sies).

11
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Dann lasst sich obige Formel fiir fi(;L) schreiben als

R L)

oder auch
f(n) C)) pn—lf(l)

Beispiel 44. Nach dem zweiten Weltkrieg wurde in Grof$britannien eine Studie tber Berufsmobilitdt
zwischen den Generationen durchgefiihrt. Dabei wurden drei Berufsschichten unterschieden:

(1) Oberschicht (z.B. Manager)

(2) Mittelschicht (z.B. Angestellte und Facharbeiter)

(3) Unterschicht (z.B. ungelernte Arbeiter)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten von Generation zu Generation wurden geschitzt als

0.45 0.48 0.07
P=10.05 0.70 0.25
0.01 0.50 0.49
Wir wollen nun (fi(n),z' = 1,2,3) berechnen (Also mit welcher Wahrscheinlichkeit eine Familie aus der

'Schicht j” nach n > 1 Generationen zum ersten Mal die ’Schicht 17, also die Oberschicht, erreicht hat).
Es gilt

0 0.48 0.07 0.45
Wp=10 070 025]| wnd fV =005
0 0.50 0.49 0.01
Daraus erhdlt man

0.0247

f@ =0 prd = 10.0375

0.0299

0.0201

& =0 pr@ — [0.0337

0.0334

Um fO) fiir grofere n zu berechnen, kann man auch, anstatt erst alle f&) mit 1 < k < n rekursiv zu
berechnen, V) mit der entsprechenden Potenz von (V)P multiplizieren, z.B. ist

. 0.0152
7O = (<1>P) F=10.0264
0.0279

Beispiel 45 (Einfacher Random Walk). Seien {X,,,n € N} did Zufallsvariablen mit nur zwei mogli-
chen Werten {—1,1} und P[X; =1]=p=1—g=1- P[X; = —1]

(also P[ Xy = —-1]=¢q, P X1 =1]=p,p+q=1).
Der einfache Random Walk Prozess wird dann durch

{Sn.n >0} mit Sy =0, S, =Y X; firn>1
i=1
definiert. Wenn p > q ist, dann gilt wegen dem starken Gesetz der grofien Zahlen

P{lim nEXl]l

Da EXy =p—q >0, folgt

12
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deshalb erreicht die Kette den Zustand O fast sicher ein letztes Mal, 0 ist also transient. Im Fall p < q
wird die Transienz von 0 analog gezeigt.
Wenn p =q = %, so gilt pg%nﬂ) =0 (denn man kommt immer nur in einer geraden Zahl von Schritten

zum Ausgangspunkt zuriick) und (da der Aufenthaltsort nach n Schritten binomialverteilt)

=)'

Aus der Stirling’schen Formel

nl >~ v2mn (%)n (n — c0)
folgt
|
2n\ _ (2n)! ~ L 4" (n — o0)
n nl-n! ™
Da

() - oo

qilt Yy oo, pélé) = 00 (Abschitzung mit harmonischer Reihe: & < ﬁ) und deshalb ist 0 rekurrent.

Diese Methoden kann man nun fir den mehrdimensionalen Random Walk verallgemeinern: Sei X; =
(Xi(l), e ,Xi(d)) ein d-dimensionaler Random-Walk-Schritt und sei wie bisher So = 0, S, = X1 +

o+ X, (n>1). Wenn EX; = (EX{U, .. .,EXl(d)) # 0, dann kann wieder mit dem starken Gesetz

der grofien Zahlen gezeigt werden, dass 0 nur endlich oft erreicht werden kann. Es sei angenommen,
dass die Werte von X; aus {—1,1}¢ seien und dass EX, = 0, sowie dass jeder Wert aus {—1,1}%
gleichwahrscheinlich ist mit

P[Xlz(il,...,id)]:;—d fir (i1, ..., iq) € {—1,1}%.

Daraus folgt, dass die Komponenten X£1)7 . ,X%d) von X1 #id Zufallsvariablen sind und symmetrische
Verteilungen haben '

(PIxY) =11 =PIX{) =1 =1, j=1,....d).

Deshalb ist S,, = (Sgl), .. .,Sfld)), wobei {57(11) ,n >0} ..., {Sr(Ld) , n > 0} unabhingige, symmetrische
einfache Random Walks sind. Daraus folgt

2n 1 d 1
Poo” = P[San = 0] = P[S) = 0,....53,) = 0] = (P[], = 0))*
on) (1\™\" _
() ()) =
mit der Stirling’schen Formel. Da
1 (=00 ,d=1,2 = () =00 ,d=1,2
Z§{<oo d>3 7 Z:lpoo {<oo ,d>3

ist beim einfachen symmetrischen Random Walk im R® der Zustand 0 rekurrent fir d = 1,2 und transient
fird > 3.

ol

(n —o0)

3 Invariante Malle und stationare Verteilung

Definition 46 (stochastischer Prozess). Ein stochastischer Prozess {Y,,n > 0} ist stationdr, falls
fir allem >0 und k>0

Yo, Vi) L (Yiey -+, Yinys)

13
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Definition 47 (stationére Verteilung). Sei m = {m;,j € S} eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, dann
wird diese als stationdre Verteilung einer Markovkette mit Ubergangsmatriz P bezeichnet, falls gilt:

7wt =xtP, (mj = Zﬂ'kpkj,j )
kesS

Bemerkung 48. Fulls eine Markovkette mit einer stationdren Verteilung beginnt bekommt man einen
stationdren Prozess. Die Verteilung der Markovkette wird mit P, bezeichnet, wobei:

Pr() =) P{()Xo = i}m;

i€S

Satz 49. Gegeben sei ein stationdrer Prozess Pp und ein stochastischer Prozess {X,,n > 0}. Dann
haben wir einen stationdren stochastischen Prozess und fiir diesen gilt:

(i) Fir allen >0 und k>0 und iy, ,ig,i € 5:
Pﬂ' [Xn - Z‘()7)(n+1 - ila te 7Xn+k = Zk] = TigPigiy * " Pig_1ix
= P [Xo =0, X1 =iy, , Xi = iy

(i) Fir allen >0 undj €S

Beweis: Zu (i):
Pr[Xp =0, X1 =01,y Xntk = i)
= ZP{Xn =140, Xnt1 = i1, .., Xngr = 1| Xo = i}m;

ies
5 P i X o X = Ko =)

ies P{Xo =1}
_ Z P{Xo =1, Xy = io, Xn1 =1, ., Xpg = i} P{Xo = i; X, = o5 .., Xpgp1 =1}

= P{Xo =14 X, =05, Xntk-1 = k1) P{Xo =i} ’
= ZP{Xn+k =i Xo =14, Xn =d0,..., Xngr—1 =1}

ies
P{Xpiko1 = k1| Xo =4, Xp = i0,. ., X2 = ih—2} - ...

, L P{Xp =i}

CPIX. —inl Xy =) . 0 T

X =0l Xo =i} g =gy -
= Zmpgzj)pioil o Pig vy

i€S

Da eine Stationiire Verteilung vorliegt, gilt 7t = 7P und daher auch 7t = 7! P". Daraus folgt weiter

14
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= TiPiigPigiq - - - Pig_q1in
= TioPigiy -+ Pip_1in

= E TiPiioPigiy » + + Pig_1in

€S
= P{X) = ix|Xo =g, ... Xpo1 = ip_1} - P{Xp_1 = ig_1|Xo =0, ..., Xp_p = ip_a} ...
€S
, L P{X, =i}
CP{X,=ig|Xg =i} —2— L.,
Ko=iolXo =} 5 —5 ™
:ZP{XOZiaXOZiOaXl:Z.17"'7Xk‘:ik‘}ﬂ_.
ies P{Xo =i} 1
=Y P{Xq =io, X1 =i1,..., Xp = ix|Xo = i}m;
€S

:PW[XOZiO;XlziI,"' 7Xk:ik'}
Zu (ii):

PrlXn =j] =Y P{X, =j|X, =i}m
€S

= ZPE?)M

i€S

= Zpiﬂfi =T

i€S

Definition 50 (invariantes MaR). Sei v = {v;,j € S} eine Folge von nicht negativen Konstanten,
dann wird v als ein invariantes Maj8 bezeichnet, falls gilt:

v =P
(Wobei sich v als ein Maf auf den Teilmengen von S vorgestellt werden kann.)
Satz 51. (i) Seii € S rekurrent und sei v; fir alle j € S definiert durch
Vj :El Z 1[Xn:j] :ZPz [Xn:]?Tz(l) >7’L]
0<n<7;(1)—1 n=0

dann ist v ein invariantes Maf. (vj kann sich als die erwartete Anzahl von Besuchen bei j zwischen
dem ersten Besuch bei i und dem ndichsten Besuch bei i vorgestellt werden.)

(ii) Falls jedoch i positiv rekurrent ist, ist

v _ E; Zogngn(l)il 1[Xn,=j]
Ei(n(1) Ei(r(1))

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit eine stationdre Verteilung.

Ty =

15
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Beweis: Zu (i)
l/j = E'i Z l[X'n:j]
0<n<r;(1)-1

= i Z Iix,—jn<r 1)) (daX, # i)
_p”“LZP X, = j,n < 7(1)]

= pij + Z ZP Xn=7,n < 7i(1), Xp1 = K]

keS,k#in=2

=Dpij + Z Z Pi[Xp = jln <7i(1), Xy1 = k|- Pi[n < 1(1), Xpu1 = K]
ke S, k#i n=2

Esgilt [;(1) > n, X1 =k] = [X1 #4,..., Xpn_2 #1,X,,_1 = k] sowie v; =1 da Xy =i ist

v; = vipij + Z Zpk] >anz—k]

k€S, k#in=2

_Vzpz_7+ Z Zpk_] >m+1 X k]
keS,k#im=1

o0
=vipij+ Y DB Y )z mt, X, =k
k€S, ki m=1

73 (1)

= Vipij + Z PrjEi Z Lix,,=#)

keS, k#i m=1
7'1,(1)

=vpij + Z PrjEi Z Lix,,=k)

keS,k#i m=o

= Vipij + Z VEkPkj
k€S ki

= Z VkDkj

keS

Zu (ii): Falls 1 positiv rekurrent ist gilt:

dDvi=> E Y. lix,—j

jeS jJeS 0<n<7;(1)—1

=E Y, D lix-i)

0<n<r;(1)—1j€S

0<n<7;(1)—1
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daraus folgt:

ZE (r:(1 ij_l

JjES jeSs

Satz 52. Fulls die Markovkette irreduzibel und rekurrent ist und falls gilt 0 < v; < oco,¥j € S, dann
existiert ein invariantes Maf das eindeutig bis auf eine Konstante bestimmit ist.

Falls die Markovkette irreduzibel und positiv rekurrent ist existiert eine eindeutig bestimmte stationdre
Verteilung m wobei

1
=== — it = FiTi(1
YT E G m 373
Bemerkung 53. (i) Die effektivste Methode zur Berechnung von m; ist das Losen des Gleichungssys-
tems wt = 7' P.

(i) Ohne Irreduzibilitit kann die Eindeutigkeit nicht gewdhrleistet werden.

Beispiel 54 (Gamblers Ruin). Sei eine Markovkette auf{0,1,--- ;m} gegeben wobeim = («,0,---,0,1—
«) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist und es gilt: P[ X411 =i+ 1|X,, =i =p, P[Xp+1 =i - 1|X,, =
il|=q und p+q=1. Dann gilt:

1 0 0 0 0 0
q O p 0 0 0
0 ¢ 0 0 0

(06,07"‘ 5071_a):(a707"' 7071—&)
0 O 0 0 q 0 »p
0 O 0 0O ... 01

Da die Gleichheit fir alle a aus [0, 1] gilt, ist zu sehen, dass keine eindeutige stationdre Verteilung vorliegt.

Beispiel 55. Gegen sei eine Markovkette auf {0, 1,2,3} wobei fir alle o aus [0,1] die Gleichheit gilt:

3 3 00
@ olzal-a aal-al-a, F 1o
2727 2 ' 2 /T l2792" 9 " 9 00%%
oo i1

Daher gibt es keine eindeutige stationdre Verteilung aufgrund des Fehlens von Irreduzibilitdt.
Bemerkung 56. Fulls eine Markovkette irreduzibel und positiv rekurrent ist gilt:

Ti(1)—1

==k Z =1 =5

wobei v; definiert ist wie in Satz 6 beschrieben und der Ausdruck als die erwartete Anzahl von Besuchen
bei j zwischen zwei besuchen bei i verstanden werden kann.

Definition 57. Sei f : S — R und f(k) = 11 (k), f(Xn) = 1{x,=i1(n) dann gilt insbesondere f(k) = d;x

und
N
Mmoo Y F(Xn)/N
n=0
kann sich als die durchnittliche Haufigkeit mit dem der Zustand i durchlaufen wird oder die Frequenz mit
der der Zustand i tiber einen ldngeren Lauf hinweg kommt verstanden werden.

Satz 58. FEine Markovkette sei irreduzibel und positiv rekurrent. Zusdtzlich sei m eine eindeutige stationdre
Verteilung, dann gilt:

lim 72" of Zf

N—oo
kes
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