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1 Farbungsbeweise

1.1 Einfiihrung

Farbungsbeweise sind meistens dann zu verwenden, wenn zu zeigen ist, dass eine bestimmte
ebene Fldche nicht mit aus Quadraten zusammengesetzten Steinen (z.B. Tetrominos, Domino-
steine) zu bedecken ist oder ein bestimmter Raum nicht mit aus Wiirfeln zusammengesetzten
Steinen zu fiillen ist.

Die meisten Losungen haben folgendes Schema: Die Fliache wird so mit einem Muster gefarbt,
dass Aussagen iiber das Muster zu machen sind, das ein bestimmter Stein bedeckt. Danach
wird ein Widerspruch zwischen dem Muster der Flache und dem Muster, das ein Stein bedeckt,
hergeleitet.

Aufgabe: Esist unméglich, ein Schachbrett, bei dem
zwei diagonal gegeniiberliegende Ecken entfernt wur-
den (siehe Abbildung 1), mit 31 1 x 2 Dominosteinen
zu bedecken.

Losung: Diese Aufgabe ist sehr anschaulich, weil das
Schachbrett bereits gefarbt ist. Nun ist eine Aussage
iiber das Muster zu machen, das von einem Domino-
stein bedeckt wird. Da jedes Feld von 4 andersfarbigen
Feldern umgeben ist, bedeckt jeder Dominostein ein
weifies und ein schwarzes Feld. Da aber beide wegge-
lassen Ecken schwarz waren, hat das Brett 32 weilte
und 30 schwarze Felder. Somit misste einer der Do-
minosteine 2 weifte Felder bedecken. Aus diesem Wi-
derspruch folgt unmittelbar die Behauptung.

Abbildung 1: Schachbrett
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1.2 Aufgaben

In den Aufgaben werden folgende Tetrominos verwendet:

Straight-Tetr.

Abbildung 2: Bezeichnung der verwendeten Tetrominos

Square-Tetr.

Skew-Tetr.

L-Tetr.

T-Tetr.

1. Eine rechteckige Fliache ist mit Straight-Tetrominos und Square-Tetrominos bedeckt. Ein
Stein zerbricht und es ist nur noch ein Stein der anderen Art vorhanden. Zeige, dass die
Fléche nicht mit den vorhanden Steinen bedeckt werden kann.

w N

. Ist es moglich, aus den fiinf Tetrominos ein Rechteck zu formen?

. Ein 10 x 10 Schachbrett kann nicht mit 25 T-Tetrominos bedeckt werden.

4. Ein 8 x 8 Schachbrett kann nicht mit 15 T-Tetrominos und einem Square-Tetromino

bedeckt werden.

5. Fiir welches n € N kann man ein n x n Schachbrett, bei dem alle 4 Ecken entfernt wurden,

mit L-Tetrominos bedecken.

6. Ist es moglich, einen 10 x 10 x 10 Quader mit 1 x 1 x 4 Quader auszufiillen.

7. Ein a x b Rechteck kann nur dann mit 1 x n Steinen bedeckt werden, wenn n Teiler von

a oder von b ist.

8. Fiir welche n € N kann ein (2n + 1) x (2n + 1) Schachbrett, bei dem eine Ecke entfernt
wurde, mit 2 x 1 Steinen bedeckt werden, so dass die Hélfte der Steine horizontal liegen?

9. Auf den 5 in Abbildung 3a gezeigten Kisten steht jeweils auf der Oberseite ein T. Sie
werden durch Rollen iiber ihre Kanten in die in Abbildung 3b gezeigte Formation gebracht.

Welche Kiste stand urspriinglich in der Mitte.

0

T

-

T
T

(a)

-

4{

-

-

0

(b)

Abbildung 3: Die Anordnung der Kisten in Aufgabe 9

10. Auf einem Feld eines 5 x 5 Quadrates steht —1, auf den anderen 24 Feldern +1. Nur durch
Inversion der Vorzeichen von a X a Feldern innerhalb des 5 x 5 Feldes wird erreicht, dass
auf allen Feldern +1 steht. Auf welchen Feldern kann —1 gestanden haben?
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11. Ein 7 x 7 Quadrat ist mit acht 3 x 1 Steinen und einem 1 x 1 Stein bedeckt. An welcher
Stelle liegt der 1 x 1 Stein?

12. Gibt es einen Weg, der jeden der Knotenpunkte in Abbildung 4 genau einmal schneidet?

Abbildung 4: Der Graph zu Aufgabe 12

13. Konnen 53 1 x 1 x 4 Steine in ein 6 x 6 x 6 Quader gepackt werden?

14. Ein 6 x 6 Quadrat ist mit 1 x 2 Steinen bedeckt. Zeige, dass es mindesten eine Linie gibt,
die das Quadrat, aber keinen Stein schneidet.

15. Jedes Element einer 25 x 25 Matrix ist entweder +1 oder —1. Wenn a; das Produkt aller
Zahlen der i-ten Zeile und b; das Produkt aller Zahlen der j-ten Spalte ist, dann gilt fiir
die Summe

ap + by +ag + by + - -+ ags + bas # 0.
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1.3 Losungen
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Abbildung 5: Fiir die Losung verwendete Farbungen
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1. Man farbe das Rechteck wie in Muster (b). Dann bedeckt ein Straight-Tetromino 0 oder
2 schwarze Felder, ein Square-Tetromino hingegen 1 schwarzes Feld. Daher kénnen die
beiden Steine nicht ausgetauscht werden.

2. Man fiarbe das Rechteck wie in Muster (a). Dann hat das Rechteck mit 20 Steinen 10
schwarze und 10 weifse Felder. Das T-Tetromino bedeckt 1 weifes oder 3 weifte Felder,

alle anderen Steine 2 weifie Felder. Somit sind nach allen gelegten Steinen 9 oder 11 weifse
Felder bedeckt.

3. Man fiarbe das Quadrat wie in Muster (a). Dann hat das 10 x 10 Schachbrett 50 weifse
und 50 schwarze Felder. Jedes T-Tetromino bedeckt 1 oder 3 weifte Felder. Gibt es n
T-Tetrominos, die 1 weiles Feld bedecken, so gibt es 25 — n T-Tetrominos, die 3 weifie
Felder bedecken. Insgesamt werden also

n+3-(25—n)="75—2n+# 50
weifte Felder bedeckt.

4. Man farbe das Schachbrett wie in Muster (b). Dann hat das 8 x 8 Schachbrett 32 weife
und 32 schwarze Felder. Jedes T-Tetromino bedeckt 1 oder 3 weifle Felder, das Square-
Tetromino 2 weifte Felder. Gibt es n T-Tetrominos, die 1 weifses Feld bedecken, so gibt es
15 — n T-Tetrominos, die 3 weifse Felder bedecken. Insgesamt werden also

n+3-(15—n)=45—2n # 30
weifte Felder bedeckt.

5. n? — 4 ist durch 4 teilbar, also ist n gerade. Das geniigt aber nicht. Féirbt man die Fliche
wie in Muster (c), dann bedeckt ein L-Tetromino 1 oder 3 weife Felder. Da die Anzahl
der weiken Felder der Flache aber gerade ist, muss die Anzahl der L-Tetrominos gerade
sein, n —4 also ein Vielfaches von 8 sein. Ist n ein Vielfaches von 4, so ist n? ein Vielfaches
von 16, n? — 4 also kein Vielfaches von 8. Somit muss n die Form 4k + 2 haben. Das diese
gentigt, erkennt man einfach durch die entsprechende Konstruktion.

6. Man bezeichne die Koordinaten der einzelnen Wiirfel mit x, y und z (die linke untere
Ecke sei + = y = z = 0) und Férbe jeden Wiirfel mit der Farbe i = (z + y + 2)
mod 4. Dann enthélt ein 1 x 1 x 4 Quader jeweils einen Wiirfel jeder Farbe. In der
untersten Ebene (z = 0) sind 25,26,25,24 Wiirfel der Farbe 0,1,2,3 (vgl. Muster (g)).
Die Farbe eine Wiirfels in der darriiberliegenden Ebene entspricht der um 1 erhéhten
Farbe der darrunterliegenden Ebene modulo 4. Somit enthélt der 10 x 10 x 10 Quader
2(25+4 24425+ 26) + 25 + 24 = 249 Wiirfel der Farbe 0. Es gibt aber 250 solcher Wiirfel.

7. Ist n ein Teiler von a oder von b, so ist die Lésung trivial. Es gilt a = gn+r,1 < r < n Man
farbe das Rechteck wie in Muster (d). Dann gibt es bq + b Felder der Farben 1,2,3,...,r
und bq der Farben 1,2, 3, ..., n. Jeder horizontale Stein bedeckt ein Feld jeder Farbe, jeder
vertikale n Felder derselben Farbe. Nachdem alle h horizontalen Steine gelegt wurden,
bleiben noch bg+b— h Steine der Farben 1,2,3,...,r und bg— h der Farben 1,2,3,...,n.
Es gilt also n|bg + b — h und n|bq — h. Somit gilt n|(bqg + b — h) — (bg — h), also n|b.
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10.

11.

12.

Man farbe die Flache wie in Muster (c¢), so dass die obere Zeile schwarz ist. Insgesamt
gibt es 4n? + 4n Felder, 2n? + 3n schwarze und 2n? +n weie Felder. Nachdem alle n? 4+ n
vertikalen Dominos gelegt wurden, sind noch n? +2n schwarze Felder und n? weife Felder
iibrig, da jeder vertikale Dominostein ein weifes und ein schwarzes Feld bedeckt. Jeder
horizontale Stein bedeckt 2 weifie oder 2 schwarze Felder. Somit muss n? gerade sein, also
auch n. Dass jedes (4m+1) x (4m+1) Feld die Bedingung erfiillt, ist durch Konstruktion
unmittelbar einleuchtend.

Man farbe die Flache wie in Muster (a), so dass die mittlere Kiste auf schwarz steht,
die anderen 4 Kisten somit auf weifs. Es ist einleuchtend, dass eine Kiste, auf der dass T
nach oben gerichtet oder um 180 Grad gedreht ist ihre Farbe beibehalten hat, eine Kiste,
auf der das T schrig steht, hingegen um ihre Farbe gewechselt hat. Zum Schluss stehen
alle Kisten nebeneinander, also 3 auf weifs und 2 auf schwarz oder umgekehrt. Es hat nur
eine Kiste ihre Farbe gewechselt, also miissen 3 Kisten (also die erste, die dritte und die
fiinfte Kiste von links) auf weif stehen. Da keine dieser Kisten ihre Farbe gewechselt hat,
standen sie urspriinglich auf weiff. Die zweite Kiste von links steht auf schwarz, hat aber
ihre Farbe gewechselt, stand somit ebenfalls auf weifs. Somit stand die 4. Kiste von links
urspriinglich in der Mitte, da sie auf schwarz steht und ihre Farbe beibehalten hat.

Man férbe die Flache wie in Muster (e). Jedes a x a Quadrat, a > 1, bedeckt eine gerade
Anzahl von schwarzen Feldern. Somit kann —1 nicht auf einem schwarzen Feld stehen,
da dann die Anzahl von —1 immer ungerade, also nicht 0 ist. Wird die Féarbung um 90°
gedreht, gilt das gleiche. Somit muss —1 in der Mitte stehen.

Eine Losungsmoglichkeit, wenn —1 in der Mitte steht:
e Invertiere das 3 x 3 Quadrat links unten.
e Invertiere das 3 x 3 Quadrat rechts oben.
e Invertiere das 2 x 2 Quadrat links oben.

e Invertiere das 2 x 2 Quadrat rechts unten.

Invertiere das ganze 5 x 5 Quadrat.

Man farbe die Fldche wie in Muster (f). Jeder 3 x 1 Stein bedeckt ein Feld jeder Farbe.
Es gibt 17 Einser und je 16 Zweier und Dreier. Also muss der 1 x 1 Stein auf einem Feld
der Farbe 1 stehen. Nach einer Vierteldrehung der Féarbung gilt dasselbe. Der 1 x 1 Stein
muss somit auf einem Feld, das bei jeder Drehung des Feldes die Farbe 1 hat, also in einer
der Ecken oder in der Mitte, liegen.

Man farbe die Punkte so mit zwei Farben, dass benachbarte Punkte unterschiedliche Far-
ben haben (vgl. Abbildung 6). Eine Linie, die durch alle Punkte geht, muss abwechselnd
durch verschiedenfarbige Punkte gehen (z. B. wswswswswswsws), also durch 7 weife und
7 schwarze Punkte. Es gibt aber 8 weifse und 6 schwarze Punkte.
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13.

14.

15.

Abbildung 6: Die Knoten sind abwechselnd schwarz und weift geférbt.

Man die 27 in dem 6 x 6 x 6 Wiirfel enthalten 2 x 2 x 2 Wiirfel abwechselnd schwarz
und weif (vgl. Schachbrett). Dann gibt es 14 weifie 23 und 13 schwarze 23 Wiirfel, also
112 weifse und 104 schwarze 1 x 1 x 1 Wiirfel. Da jeder 1 x 1 x 4 Quader 2 weife und 2
schwarze 13 Wiirfel ausfiillt, fiillen 53 Quader 106 schwarze 13 Wiirfel aus. Es gibt aber
nur 104 dieser Wiirfel.

Schneidet nur Stein diese Linie, so gibt es keine Moglichkeit, das Brett zu bedecken
(ungerade Anzahl von Feldern auf den Seiten der Linie. Somit muss jede Linie mindestens
von 2 Steinen geschnitten werden. Es gib 10 mégliche Schneidelinien, somit miissten also
20 Dominosteine vorhanden sein. Es gibt aber nur 62 = 36, Felder, also 18 Dominosteine.

Das Produkt aller Elemente der Matrix ist ajas - - - ass = b1by - - - bas. Wenn aq + b1 +as +
b + - - -+ ao5 + bos = 0 gelten soll, miissen gleich viele Summanden +1 wie —1 vorhanden
seien. Gibt es » Summanden a; = 1, so gibt es 25 — n Summanden b; = 1. Da n und
25 — n unterschiedliche Paritat haben, haben ajas - - - ass und bybs - - - by unterschiedliche
Paritat. Dieses ist ein Widerspruch.

10
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2 Ungleichungen

2.1 Einfiihrung

Ungleichungen sind beliebte Wettbewerbsaufgaben. Diese konnen teilweise sehr trickreich sein,
oft jedoch sind einige feste Schemen oder bekannte Ungleichungen hilfreich.

e Quadrate und Summe von Quadraten reeller Zahlen sind nicht-negativ. Das heifst fiir
z € R bzw. z; € R gilt

2 >0, (1)

z3 4+ a2 >0. (2)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x = 0 bzw. wenn alle z; = 0 sind.

e Oft verwendet wird die Ungleichungen zwischen harmonischem, arithmetischem, geome-
trischem und quadratischem Mittel. Seien alle a; > 0, dann

. n ap+---+a ai+ - +a?
min(a;) < +—— < {ar---a, < ! n< L < max(a;). (3)
a + [ a N / n n
—_—— GM
e AM QM
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn a1 = - - - = a,.

Die wichtigsten Formen dieser Ungleichung sind die Ungleichungen zwischen dem geome-
trischen und dem arithmetischen Mittel fiir zwei und drei Zahlen. Seien a,b,c > 0:

\/@Sa;b (@)

b
Yabe < % (5)
Gleichheit gilt fiir a = b bzw. a = b = c.

e Sehr méichtig, jedoch auch etwas schwieriger in der Anwendung ist die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Seien a = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,) Vektoren, dann besagt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|a - b] < la] - [b]. (6)

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Vektoren linear abhéngig sind. Mittels Quadrieren
auf beiden Seiten erhélt man fiir reelle Zahlen a1, ..., a, und by, ..., b, die Ungleichung

(a1by +--- + anbn)Q < (a% et a%)(b% 4t bi) (7)
e Sei z > 0. Dann gilt die Ungleichung

T+

8|~

11
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2.2 Aufgaben

1.

Zeige, dass fiir beliebige reelle Zahlen x,y, z die Ungleichung
x2+y2—|—z2 > xy + 2+ yz.

Untersuche, wann Gleichheit eintritt.

. Zeige fiir a,b, ¢ > 0 die Ungleichung

a+§+62 /ab+l;c+ca > o

. Zeige fiir a,b > 0 die Ungleichung

n+l/abn S a i'nib
n

Zeige die allgemeine Dreiecksungleichung

\/a%+---+a%+\/b%+---+b,%2\/(a1+b1)2+---+(an+bn)2.

. Eine an einen Bach angrenzende Wiese soll rechteckig mit Draht eingezdunt werden. Es

steht nur Draht der Lange [ zur Verfiigung. Die an den Bach grenzende Seite braucht kei-
nen Zaun. Welches Seitenverhéltnis muss die Wiese fiir maximalen Flacheninhalt haben.

Sei ein Dreieck A durch die Koordinatenachsen und durch eine Gerade g durch den Punkt
(1,1) begrenzt. Zeige, dass fiir den Flacheninhalt Ax von A gilt: Ay > 2.

Sei z,y,z > 0 und x2+y2+22—|—2xyz:1. Zeige x2+y2—|—222 %.

. Seien 0 < a,b,c < 1. Dann gilt

a b c

< 2.
1+bc+1+ac+1+ab_

12
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2.3 Losungen
1. Es gelten die folgenden Aquivalenzumformungen:
x2+y2—|—z2 >y +rz+yz
— 2%+ 2y2 +222 > 22y + 2xz 4 2yz
= (2® =2y + )+ (2® =22+ 22) + (¥ — 292+ 2%) >0
= -y +@-22+@w-22>0

Die letzte Zeile gilt nach Ungleichung (2), des Weiteren gilt die Gleichheit genau dann,
wenn x —y =x — 2z =y — z =0, also wenn r = y = z gilt.

2. Wir zeigen zuerst die linke Ungleichung. Mittels a + b% + ¢? > ab + be + ca gilt:

3 N 9
S (ab + be + ca) + 2ab + 2bc + 2ca S ab + be + ca
- 9 - 3

<a+b+c>2 a? 4+ b2 + 2 + 2ab + 2be + 2ca

Da beide Seiten nicht-negativ sind ergibt sich durch Wurzelziehen die linke Ungleichung.
Nun zur rechten Ungleichung: Es gilt nach Ungleichung (5)

b+ b . )
w > Vab - be - ca = Va2b2c2 = (\/5 abc)

Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die Behauptung.

2

3. Dieses ist gerade die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen
Mittel fiir n + 1 Zahlen a,b,...,b.

4. Da beide Seiten nicht-negativ sind, ist Quadrieren eine Aquivalenzumformung. Es gilt

\/a§+---+ag+\/b§+---+b%2\/(a1+b1)2+~--+(an+bn)2

<:>a%—i—-"+a%+b?+‘-'+bi+2\/a%+'~+a%\/b%+~-+b%
> (af 4 2a1by +b7) + -+ - + (a2 + 2anby, + b2)

<:>2\/a%+-~+a%\/b%+~-'+b% > 2a1by + - - + 2a,by
= (a4 4 a2) (B4 4+ b2) > (arby + - + anby)’
Die letzte Gleichung ist gerade die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (7).

5. Seien a und b die Seiten der Wiese, b die an den Bach angrenzende Seite. Dann ist die
Zaunldnge | = 2a + b und der Flacheninhalt A = ab. Nach (4) gilt

é - 2a2+ b S Vaab = V24,

Da [ fest vorgegeben ist, ist A nach (4) am groften, wenn 2a = b ist.

13
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E
A C=(1,1)
o B D

Abbildung 7: Skizze zu Aufgabe 6

6. Setze in Abbildung 7 x = |AE|. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke BDC und ACE ist

|AE|  |BC| z 1 1
ac| —iBp| T 1~ [BD T IPPI=;

Fiir den Fliacheninhalt von A = ODE folgt somit aus Ungleichung (8)

(2+2) =2.

1 1 1 1 1 1
Ax = =|OE|lOD| = = (1 1+=)==1(2 )l >
A 2|O [|OD] 2( +a:)< +x> 2< +3:—|—x>2

7. Indirekter Beweis: Sei 2% + y? + 2% < 2. Nach der Ungleichung GM < QM aus (3) gilt

) 2 2 1 1
3/xy2:§ %<§:>myz<§

3 1
x2+y2+z2+2xyz§1+1<1.

Somit folgt

Widerspruch, somit muss die Annahme z? + y? + 22 < % falsch gewesen sein.

8. Es gilt
0<(l-a)(l—-b=1—-a—b+ab = a+b<1+ab.

Da wir 0.B.d.A. 0 < a < b < ¢ <1 annehmen koénnen, folgt weiter

a+b+c<a+b+c_a+b+cl+ <9
1+bc 14ac 1+ab—14+ab 1+ab 14+ab 1+ab — 14ab~

14
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3 Schubfachprinzip

3.1 Einfiithrung

Das Schubfachprinzip ist ein sehr anschauliches, jedoch in Wettbewerben sehr niitzliches Prin-
zip. Es besagt, dass wenn n + 1 Kugeln auf n Schubféacher verteilt werden, in einem Schubfach
mindestens zwei Kugeln liegen.

Etwas allgemeiner besagt das Schubfachprinzip: Werden an + 1 Kugeln auf n Schubficher
verteilt, so liegen in mindestens einem Schubfach a + 1 Kugeln.

Aufgabe: In einer Jahrgangsstufe mit 73 Schiilern gibt es mindestens 7, die im selben Monat
Geburtstag haben.

Losung: Die 12 Monate sind die 12 Schubficher, die 73 Schiiler die zu verteilenden Kugeln.
Nun ist 73 = 6 - 12 4+ 1, also gibt es in einem Schubfach mindestens 7 Kugeln, d.h. es gibt
mindestens 7 Schiiler, die im selben Monat Geburtstag haben.

Aufgabe: Auf einem 1m x 1m grofsen Tisch sitzen 51 (punktférmige) Fliegen. Zeige, dass man
in jedem Fall mit einer kreisférmigen Fliegenklatsche vom Radius 15¢m drei Fliegen gleichzeitig
erschlagen kann.

Losung: Teile das Quadrat in 25 Quadrate mit der Seitenldnge 20cm. Der Umkreis eines
solchen Quadrats hat den Radius

1
— - 20cm- < 15em.

V2

Da es 25 Quadrate (Schubfiacher) und 51 Fliegen gibt, sitzen in einem Quadrat mindestens 3
Fliegen. Diese kann man mit einem Schlag erlegen.
3.2 Aufgaben

1. Die Menge A C {1,2,...,32} habe 17 Elemente. Dann gibt es a,b € A mit a + b = 33.

2. Es kommen n Personen auf einen Kongress und reichen sich zu Beginn gegenseitig die
Hand. Niemand schiittelt sich selbst die Hand oder jemand anderem zweimal die Hand.
Zeige, dass es zu jedem Zeitpunkt immer zwei Leute mit derselben Anzahl an Handshakes
gibt.

3. Unter 6 Personen kennen sich je drei Personen gegenseitig oder drei Personen gegenseitig
nicht.

4. Jede Menge A mit n Elementen enthélt eine Teilmenge B, so dass die Summe aller
Elemente aus B durch n teilbar ist.

5. Gegeben seien 12 zweistellige Zahlen. Zeige, dass mindestens zwei Zahlen eine Differenz
der Form aa (zwei gleiche Ziffern) haben.

6. Unter n + 1 ganzen Zahlen zwischen 1 und 2n gibt es zwei teilerfremde Zahlen.

15
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3.3 Losungen

1.

Es gibt 16 Mengen {1, 32},{2,31},{3,30},...,{16,17}. Da A 17 Elemente enthélt, miis-
sen zwei Elemente aus derselben Menge gewéhlt werden. Deren Summe ist 33.

. Die Mégliche Anzahl an Handshakes betrégt 0,...,n — 1. Jedoch kénnen 0 und n — 1

nicht gleichzeitig vorkommen, dann dann eine Person allen anderen die Hand geschiittelt
hétte, eine Person bisher jedoch noch niemandem. Also gibt es zu jedem Zeitpunkt n
verschiedene Personen, die Anzahl der moglichen Handshakes ist jedoch nur n — 1.

Sei P eine beliebige Person. Dann kennt P entweder mindestens drei andere Personen,
oder sie kennt mindestens drei andere Personen nicht. Wir nehmen an, dass sie mindes-
tens drei andere Personen kennt (der andere Fall ist analog). Falls sich diese 3 Personen
untereinander alle nicht kennen, gilt die Aussage. Kennen sich zwei von Ihnen (z.B. @
und R), so kennen sich die drei Personen P, (@, R untereinander.

Sei A ={ai,...,a,}. Betrachte die n Summen a1, a; +ag, ...a1 +- - -+ a,. Falls eine der
Summen durch n teilbar ist, haben wir die Teilmenge B gefunden. Ansonsten kénnen die
n Summen bei der Division durch n nur die n — 1 verschiedenen Reste 1,...,n — 1 lassen,
also lassen zwei Summen denselben Rest. Deren Differenz ist dann durch n teilbar, somit
erfiillt die Differenzmenge die Bedingung fiir B.

. Eine zweistellige Zahl hat genau dann die Form aa, wenn sie durch 11 teilbar ist. 12

zweistellige Zahlen koénnen bei der Division durch 11 nur die 11 verschiedenen Reste
0,1,...,10 lassen, also haben zwei Zahlen denselben Rest bei der Division durch 11.
Deren Differenz ist durch 11 Teilbar, hat also die Form aa.

Wir ordnen die n + 1 Zahlen der Grofse nach: 1 < a; < as < -+ < apt1 < 2n. Ist fiir
jedes j die Differenz aji1 —a; > 2, so gilt

an+1:a1+(a2—a1)+(a3—a2)+~-+(an+1—an)21+2+~-+2:2n+1.

Also gibt es zwei Nachbarzahlen a; und a;41 = a; + 1, die teilerfremd sind.
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4 Extremalprinzip

4.1 Einfithrung

Das Extremalprinzip ist ein sehr méchtiges, jedoch nicht immer einfach anzuwendendes Be-
weisverfahren. Die grundlegende Idee des Extremalprinzips ist, dass man sich ein bestimmtes
Element einer Menge (welches in einem gewissen Sinn extrem, z.B. maximal oder minimal ist)
heraussucht und von diesem Eigenschaften nachweist oder als Widerspruchsbeweis nachweist,
dass das Element nicht extremal sein kann.

Aufgabe: FEine endliche Menge von Punkten hat die Eigenschaft, dass jede Gerade durch zwei
Punkte durch einen dritten Punkt 1auft. Zeige, dass alle Punkte auf einer Gerade liegen.

Abbildung 8: Widerspruchsbeweis: Die Strecke PF kann nicht minimal sein.

Losung: Wir nehmen an, dass die Punkte nicht auf einer Geraden liegen. Nun wéhlt man
eine Gerade g und einen Punkt P ¢ g mit der Eigenschaft, dass P und g den kleinstmoglichen
Abstand haben. Sei F' der Futpunkt des Lotes von P auf g. Es gibt mindestens drei Punkte auf
g, also liegen auf einer Seite von F' mindestens 2 Punkte A, B. Sei 0.B.d.A. der |AF| < |BF|.
Dann ist der Abstand von A zur Geraden BP kleiner als |F'P|, also kleiner als der Abstand von
P zu g. Dieses ist ein Widerspruch, also kann es keinen solchen Punkt nicht auf der Geraden
geben.
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4.2 Aufgaben

1.

In einem Gebiet befinden sich n H&auser und n Brunnen. Jedes Haus soll durch eine
geradlinige Wasserleitung mit einem Brunnen verbunden werden. Zeige, dass dieses stets
moglich ist, ohne dass zwei Wasserleitungen sich kreuzen.

. In einer Ebene liegen n verschiedene Punkte, so dass je drei dieser Punkte ein Dreieck mit

dem Flacheninhalt kleiner oder gleich 1 bilden. Zeige, dass alle Punkte in einem Dreieck
mit dem Flacheninhalt kleiner oder gleich 4 liegen.

Es haben 2n + 1 reelle Zahlen die Eigenschaft, dass die Summe von je n dieser Zahlen
kleiner als die Summe der restlichen n 4 1 Zahlen ist. Zeige, dass alle Zahlen positiv sind.

Es sind 2n + 1 Personen in einer Ebene, so dass keine zwei Personen denselben Abstand
haben. Gleichzeitig schieftt jeder auf seinen néchsten Nachbarn. Zeige, dass mindestens
eine Person iiberlebt.

. Fiir jedes n € N ist nv/2 keine natiirliche Zahl.

In einem unendlichen Gitter natiirlicher Zahlen ist jede Zahl das arithmetische Mittel der
vier Nachbarzahlen. Zeige, dass alle Zahlen gleich sind.

Eine Menge von S Personen, die alle mindestens einen Freund in S haben, hat folgende
Eigenschaft: Haben zwei Personen dieselbe Anzahl an Freunden in S, so haben sie keinen
gemeinsamen Freund. Man beweise: Es gibt eine Person mit genau einem Freund. (Hin-
weis: Freundschaft beruht auf Gegenseitigkeit, d.h. ist A ein Freund von B, so ist auch
B ein Freund von A.)
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4.3 Losungen

1. Wahle die Verbindung der n Hauser mit n Brunnen, bei dem die Gesamtstrecke der Was-
serleitungen am kiirzesten ist. Wir zeigen: Dort kreuzen sich keine zwei Wasserleitungen.
Denn kreuzen sich die Strecken HyB; und H9Bs in X, dann verkiirzt sich die Gesamt-
lénge, wenn man stattdessen die Leitungen H;Bs und HoBj zieht. Denn es ist nach der
Dreiecksungleichung

|H1Bs| + |HoB1| < |H1 X |+ | X Ba| + |Ho X | + | X B1| = |H1B1| + |H2Ba|.

2. Sie ABC' das Dreieck mit dem maximalen Flacheninhalt A4pc < 1. Ziehe die Parallelen
zu den Seiten durch die gegeniiberliegenden Punkte. Das so entstehende Dreieck A’B’'C’
ist viermal so grof wie ABC, hat also einen Flacheninhalt A4 p/¢r < 4. Nun kann kein
Punkt auferhalb dieses Dreiecks A’ B’'C’ liegen. Denn wiére z.B. D auferhalb (vergleiche
Abbildung 9), so wire Aapc > Aapc. Widerspruch.

A’

C C B’
Abbildung 9: Skizze zu Aufgabe 2

3. Betrachte die n Zahlen, deren Summe S maximal ist. Wir fiihren eine Fallunterscheidung:

e Falls unter diesen n Zahlen eine negative Zahl ist, miissen die iibrigen n 4+ 1 Zahlen
alle negativ sein (sonst wére S nicht maximal). Dann ist S grofer gleich der Summe
beliebiger n der iibrigen Zahlen, also grofier als die Summe der {ibrigen n+ 1 Zahlen.

e Falls unter den n Zahlen keine negative Zahl ist, miissen die anderen n + 1 Zahlen
auch positiv sein. Denn wiére einer der iibrigen Zahlen negativ, so wére die Summe
der restlichen n Zahlen grofier als S.

4. Seien A und B die Personen mit der kleinsten Distanz. Diese schieften aufeinander. Schiefét
eine weitere Person auf A oder B, so haben diese beiden Personen mindestens drei Kugeln
verbraucht, es wird also eine Person iiberleben. Schiefst keine weitere Person auf A oder
B, so konnen wir diese beiden ignorieren und haben das Problem fiir n — 1. Wiederholte
Anwendung dieser Uberlegung fiihrt zu einer Situation, wo auf ein Paar drei Schiisse
gefeuert werden oder zu dem Fall n = 0, in dem nur noch 1 Personen iibrig bleibt. Fiir
diesen Fall ist die Aussage trivial. Formal lasst sich dieser Beweis per Induktion fiihren.

5. Sei k die kleinste natiirliche Zahl so, dass kv/2 € N. Dann ist (\/§ — 1)k < k und
(V2—=1)k =2k —keN.

19



Mathematische ProblemlGsungsstrategien 4 Extremalprinzip

Auflerdem ist

((V2-1k) V2 =2k—V2keN.
Dieses ist jedoch ein Widerspruch zur Minimalitédt von k.

6. Seien nicht alle Zahlen gleich. Betrachte eine kleinste Zahl k, die neben einer grofseren Zahl
j > k steht. Die iibrigen Nachbarzahlen von k sind j1, jo, j3 > k (wegen der Minimalitit
von k). Dann ist

Jtiitietis _kt+tk+k+k
= > =
4 4

Widerspruch, somit miissen alle Zahlen gleich sein.

k k.

7. Man betrachte die Person P mit den meisten Freunden in S. Die Anzahl dieser Freunde
sei n > 1. Jeder dieser Freunde hat nun eine andere Anzahl an Freunden, denn sie haben
ja alle den gemeinsamen Freund P. Fiir diese Anzahl an Freunden gibt es aber nur die
n verschiedenen Moglichkeiten 1 bis n. Insbesondere gibt es also eine Person, die genau
einen Freund hat.
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5 Vollstindige Induktion

5.1 Einfiihrung

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion ist immer dann niitzlich, wenn eine Aussage fiir alle
natiirlichen Zahlen zu zeigen ist. Die Idee ist, dass man eine Aussage A in zwei Schritten
beweist. Zuerst zeigt man als Induktionsverankerung, dass die Aussage A fiir n = 1 wahr ist.
Dann macht man die Induktionsannahme, dass die Aussage fiir die Zahlen von 1 bis n gilt und
zeigt im Induktionsschritt, dass sie dann auch fiir n + 1 gilt. Da A nun fiir n = 1 gilt, muss A
auch fiir n = 2 gelten. Wenn nun A fiir n = 1 und n = 2 gilt, muss A auch fiir n = 3 gelten
usw. Somit muss A letztendlich fiir jedes natiirliche n gelten.

Eine anschauliche Vorstellung erhélt man durch eine unendliche Reihe von Dominosteinen.
Die Aussage A ist nun, dass jeder Dominostein umféllt. Nun zeigt man als Induktionsveran-
kerung, dass der erste Dominostein umfallt und dass, falls ein Dominostein umféllt, auch sein
Nachfolger umféllt. Es ist intuitiv klar, dass dann letztendlich jeder Dominostein — und stehe
er noch so weit hinten — umfallen wird.

Aufgabe: Zeige, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt

1

Losung: Induktionsverankerung n =1: Firn=1gilt 1 = %
Induktionsschritt n — n 4+ 1: Wir nehmen als Induktionsannahme an, dass die Aussage fiir n
gilt und wollen die Aussage fiir n + 1 zeigen. Das bedeutet, wir setzen die Gleichung

n(n+1)

1424 4=

als richtig voraus und wollen die Gleichung

(n+1)(n+2)

142+ +n+(n+1) = 5

zeigen. Es gilt nun die Gleichungskette

1+2+---+n+(n+1):(1+2+-~+n)+(n+1):n(n2+1)+2(n2+1) - (n+1)2(”+2).

Somit haben wir die Aussage fiir n + 1 gezeigt. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion
gilt die Aussage fiir alle n € N.
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5.2 Aufgaben

Einige Aufgaben beziehen sich auf die Fibonacci-Zahlen. Diese sind als rekursive Folge definiert

durch

1.

10.

Fy=0, Fi=1, Fopn=F,+F, fir n > 1.
Zeige, dass fiir alle n € N die Gleichung gilt

(20 + 1
12492 4.2 MO )6( ntl)

. Auf einer Rundstrecke sind n gleiche Autos verteilt. Alle Autos zusammen enthalten

gerade geniigend Benzin, um eine Runde zu Fahren. Zeige, dass es ein Auto gibt, was eine
vollstandige Runde fahren kann, wenn es unterwegs das Benzin der anderen stehenden
Fahrzeuge einsammelt.

. In einer Ebene sind n Kreise. Zeige, dass es moglich ist, die Ebene mit zwei Farben so zu

farben, dass keine Flachen mit derselben Farbe aneinander stofen.

. Sei a € R so, dass a +a~! € Z ist. Dann gilt fiir jedes n € N die Aussage a” +a™" € Z.

. Esgilt F,_1F,11 = F2+ (-1

Es gilt F1 +---+ F, = Fr42 — 1.

. Zeige 2" > bdn + 1 fiir n > 5.

. Zeige 6|n — n fiir n > 2.

Beweise die geometrische Summenformel: Fiir n # 1 gilt

1— xn—&-l

l+z+a’+-+a" =
l—2z

Finde den Fehler in dem folgenden Induktionsbeweis zur Aussage: Je n beliebige reelle
Zahlen sind gleich, d.h. fiir jede Menge {ai,...,a,} CR gilt a1 = ... = ay.

Beweis: Die Induktionsverankerung fiir n = 1 ist offensichtlich (denn dort wird ja nichts
behauptet). Als Induktionsschritt wissen wir die Aussage fiir Mengen mit n Elementen.
Sei nun eine Menge {by,...,b,,b,1} C R. Dann gilt fiir die Menge {b1,...,b,} nach
Induktionsvoraussetzung by = --- = b, und fir die Menge {ba,...,b,+1} die Aussage
ba = - -+ = bp41. Zusammen erhalten wir by = by = --- = b, = by41, also die Behauptung
fiir n 4+ 1 Elemente.
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5.3 Losungen

1. Die Induktionsverankerung fiir n = 1 ist klar. Als Induktionsschritt erhélt man

6 6 6
(n+1)(n+2)(2n+3)
. .

2 2
2494t (1) = n(n+1)(2n+1) +6(n+1) (n+1)(2n" 4+ Tn+6)

2. Als Induktionsanfang fiir n = 1 ist klar, dass ein Auto, welches geniigend Benzin fiir
eine Runde hat, diese Runde auch ohne einsammeln von Benzin fahren kann. Sei nun die
Aussage fiir n Autos bewiesen und n 4+ 1 Autos auf der Strecke. Dann gibt es mindestens
ein Auto A, was sein Nachfolgeauto B erreichen kann (konnte kein Auto das néchste
erreichen, hétten alle Autos zusammen nicht geniigend Benzin fiir eine Runde). Nun sei
A zu B gefahren und habe dessen Benzin. Wir entfernen B. Dann gibt es n Autos, von
denen nach Induktionsvoraussetzung ein Auto die Runde fahren kann. Ist dieses A, so
schafft A auch in der Ursprungssituation die Runde. Ist dieses ein anderes Auto, so schafft
dieses ebenfalls auch bei n+1 Autos die Runde, denn es hat iiberall gleichviel Benzin wie
im Fall mit n Autos und von A nach B noch zuséatzlich das Benzin von A.

3. Fiir einen Kreis ist dieses offensichtlich wahr. Sei nun die Aussage fiir n Kreise wahr und
n—+1 Kreise in der Ebene gegeben. Wir entfernen einen Kreis und farben die so entstehende
Ebene mit n Kreisen geméf der Aufgabenstellung. Dann fligen wir den n + 1-ten Kreis
hinzu und invertieren alle Farben im Inneren des Kreises. Die so entstehende Farbung
erfiillt wieder die Bedingungen.

4. Fir n = 1 ist die Aussage nach Voraussetzung wahr. Als Induktionsschritt nach n + 1

erhalt man
1 1 1 1
1 1
a” —i—anl——(a—i—)(an—i—n)—(a” + nl)EZ.

5. Fiir n =1 ist FoFy = 0 = F? — 1 wahr. Als Induktionsschritt auf n + 1 erhiilt man

FnFn+2:Fn(Fn+Fn+l):F3+FnFn+1:F7~2L+(Fn+1_Fn—1)Fn+1
:F5+F3+1 — Foabng :F2+1+(_1)n+1-

n
6. Fir n = 1 erhalten wir F; =1 =2 —1 = F3 — 1. Als Induktionsschritt ist

h+. .. +F,+F 1 =Foo—1+F41=Fup3— 1.

7. Hier ist der Induktionsanfang natiirlich fiir n = 5 zu fiithren. Dort ist 2° = 32 > 26 =
5.5+ 1. Als Induktionsschritt von n nach n 4 1 ergibt sich
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8.

10.

Fiir n = 2 gilt sicherlich 6|6 = 23 — 2. Als Induktionsschritt erhiilt man
n+12 -+ =n*4+3n2+3n+1-—n—-1=n—n+3n%+n).

Nun ist n3 — n nach Induktionsvoraussetzung durch 6 teilbar. Da n? + n gerade ist, ist
auch 3(n? + n) durch 6 teilbar. Somit gilt die Behauptung.

Fiir n = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr. Als Induktionsschritt von n nach n + 1
erhilt man

R S e R 1 -z (1 —x)z"t! 1 Ll pntl  nd2 1 o2

1—z l1—=zx  1l-x + l1—=z o 1l-x

Das Problem ist der Induktionsschritt von n = 1 nach n = 2. Denn dort wissen wir fiir
die Menge {b1, ba} nach Induktionsvoraussetzung, dass b gleich sich selbst und by gleich
sich selbst ist. Wir kénnen die letzte Gleichungskette des Beweises nicht aufstellen, da es
kein solches Bindeglied by = - - - = b, gibt.
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6 Teleskopprinzip

6.1 Einfiihrung

Das Teleskopprinzip bedeutet, dass man einen langen Ausdruck (z.B. eine Summe oder ein Pro-
dukt) so umformt, dass sich Summanden oder Faktoren im inneren des Ausdrucks gegenseitig
aufheben. So lésst sich eine lange Summe bzw. ein langes Produkt zu einem kurzen Ausdruck
vereinfachen.

Aufgabe: Die k-te Dreieckszahl ist definiert durch dj = @ Berechne den Ausdruck
dy  ds dy,

Losung: Es gilt mittels Partialbruchzerlegung
1 1 1

k(k+1) k k+1

Der Ausdruck vereinfacht sich somit zu

SEHREHES

6.2 Aufgaben
1. Berechne fiir n € N den Ausdruck

1 1 1
+ +o :
V241 V3+V2 vn? +vn? -1

2. Zeige die Aussage

V2006 > <+ > /2007 — 1.

1 1
,_i_..
2v1 2v/2006

3. Zeige die Ungleichung
1 -999999 1

.3.5..
2-4-6---1000000 < 1000
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6.3 Losungen

1. Mittels der dritten binomischen Formel erhalt man

L VEFT-VE R
WHHVV«ﬁH+ﬁMﬂ+—ﬁf”“I¢E

Somit ergibt sich

1 1 1
NG TRV Y PV I B s
:(J*—JD+(V§—¢®+~~+(%?—VMI—Q
:\/ﬁ—\fl:nfl.

2. Es gilt die Ungleichung

1
VE+1-VE< — <Vk-VEk-1.
2vk
Damit erhélt man die eine Ungleichung durch

< (»/7——\/6)-+ (wf*—-\/1>-+--.-+ (x/2006——\/2005) — /2006

1 1
2v1 21/2006

und die andere Ungleichung durch

V2= V1) + (V3= v2)+- -+ (V2007 - v/2006 ) = V20071,

1
4.

1
I
2v1 21/2006
3. Wir setzen den linken Ausdruck der Ungleichung gleich z. Dann ergibt sich

o 1-1-3-3-5-5---999999 - 999999
2.2-4-4-6-6---1000000 - 1000000
12 32 52 9999992
2242 62 10000002
12 32 52 9999992
22 12 4212 62—12 10000002 — 12
1-1 3-3 5-5 999999 - 999999

1-3 3.5 5-7 999999 - 1000001
1 1

= 1000001 ~ 1000000
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