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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Technischer Hintergrund

In dieser Arbeit soll ein neuartiger, in [DW06a| und [DWO06b] dargestellter Ansatz zur Ent-
wicklung eines echtzeitfihigen automatisierungstechnischen Netzwerks auf Ethernet-Basis
theoretisch modelliert und formal bewiesen werden.

Bisher existieren verschiedene Ethernet-Losungen, die harte Echtzeitfdhigkeit ermdglichen.
Beispiele hierfiir sind Ethernet PowerLink, ProfiNet oder EtherCAT. Diese Losungen lassen
sich im Wesentlichen in drei Klassen kategorisieren:

e Die erste Klasse verwendet Hubs und beinhaltete somit eine einzelne Kollisionsdoméne.
Durch die Verwendung eines zentralen Arbiters mit einem globalen Schedule wird ein
Zeitmultiplex-Verhalten (TDMA) auf dem Netzwerk durchgesetzt.

e Die zweite Klasse basiert auf der Verwendung hardwaretechnisch modifizierter Switches.
Ein Vertreter dieser Klasse ist ProfiNet. ProfiNet-Switches lassen neben dem Transfer
von Echtzeitdaten auch asynchrone Ubertragung von Standard-Ethernet Frames zu. Sie
ermoglichen fiir Echtzeitdaten eine sehr geringe Verzégerungszeit von 3 pus pro Switch.

e Die dritte Klasse entspricht einem Token-Ring-Ansatz. Dabei durchliuft ein einzelner
Frame maximaler Grofe das echtzeitfihige Netzwerk in Ring-Topologie.

In allen Ansidtzen kénnen in den echtzeitfihigen Teilnetzen jedoch nur echtzeitfihige Teilneh-
mer eingesetzt werden. Fiir die Verwendung anderer Teilnehmer ohne Kenntnis des Protokolls
sind spezielle Gateways notwendig, um die Echtzeitfihigkeit des Netzwerks nicht zu storen.

Der in dieser Arbeit modellierte Ansatz soll ohne Bildung strikter Subnetze auskommen.
Vorausgesetzt wird eine baumformige Netzwerkstruktur mit einheitlicher Bandbreite. Des
Weiteren miissen die Kommunikationsanforderungen (Requests) mit Echtzeitbedarf im Vor-
aus bekannt sein. Es werden Algorithmen fiir die Erzeugung eines Schedules entwickelt, der
lokal in den einzelnen Switches realisierbar ist.

Dabei werden die Netzwerktypen anhand der folgenden Merkmale unterschieden

e Wihrend in Halbduplex-Netzwerken immer nur eine Kommunikation iiber ein Kabel
moglich ist, ermoglicht ein Vollduplex-Netzwerk bidirektionale Kommunikation.
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e Im Wesentlichen unterscheiden wir Unicast (Punkt-zu-Punkt-Verbindung), wo eine
Kommunikation nur von einem Sender zu einem Empfinger verlduft und Multicast
(Mehrpunktverbindung), bei der ein Sender gleichzeitig an mehrere Empfinger sen-
det und die Pakete in den Switches falls notwendig vervielfdltigt werden. Broadcast-
Netzwerke, bei dem ein Sender an alle anderen Devices gleichzeitig sendet, entsprechen
der oben beschriebenen ersten Klasse.

e Die Langen der zu schedulenden Requests konnen alle gleich sein (natiirliche Schedules),
Zweierpotenzen bilden (gestaffelte Schedules) oder beliebig sein.

1.2 Uberblick iiber diese Arbeit

In Kapitel 2| werden notwendige mathematische und graphentheoretische Grundbegriffe zu-
sammerngefasst.

Da Knoten- und Kantenfarbung fiir die Losung des Problems fiir einheitliche Requestléngen
bedeutend sind, werden unterschiedliche Farbungsalgorithmen in Kapitel [3| zusammengefasst
und analysiert.

In den Abschnitten [d.1] bis wird das Netzwerk mit den zugehdrigen Requests modelliert.
Die Netzwerkstruktur G selbst wird als baumférmiger, ungerichteter Graph modelliert. Dabei
werden die Switches und Devices durch Knoten, die Kabel durch Kanten représentiert.

Jedem Request r wird im Unicast-Fall die Kommunikationslinie K L(r) als eindeutiger Weg
vom Quelldevice zum Zieldevice des Requests zugeordnet, im Multicast-Fall ein Kommu-
nikationsbaum KB(r) vom Quelldevice zu allen Zieldevices. Zwei Requests haben dann
in Halbduplex-Netzwerken einen Konflikt, wenn sie eine Kante gemeinsam haben und in
Vollduplex-Netzwerken, wenn sie eine Kante gemeinsam in dieselbe Richtung enthalten. Da
der Graph selbst ungerichtet ist, ist die Richtung einer Kante ausschliefslich innerhalb von
Kommunikationslinien und Kommunikationsbdumen definiert.

Ein zentrales Ergebnis aus ist, dass in Nicht-Vollduplex-Multicast-Netzwerken zwei Re-
quests durch einen Knoten genau dann einen Konflikt haben, wenn sie einen Konflikt in
diesem Knoten haben. Dadurch geniigt es fiir diese Netzwerke, Konflikte lokal zu betrach-
ten.

In Abschnitt 4.3 werden Schedules fiir eine Menge von Requests als Abbildung betrachtet, die
jedem Request eine Startzeit zuordnen. Dabei diirfen zwei miteinander in Konflikt stehende
Requests niemals so geschedulet sein, dass sich die Zeit ihrer Ausfiihrung tiberschneidet. Es
werden zwei Schedules als synchron bezeichnet, wenn sie miteinander vertriglich sind, d.h.
wenn es moglich ist durch Zusammenzufassen der Schedules einen Schedule fiir die Vereini-
gung der Requestmengen zu erzeugen.

In Abschnitt werden schlieklich Datenstrukturen zur Speicherung des Netzwerks und
Algorithmen fiir diese Strukturen entwickelt.

In Kapitel [5] werden Algorithmen fiir die Losung des Schedulingproblems fiir beliebige Re-
questlingen gegeben.

In Kapitel [6] werden Algorithmen fiir die Losung des Schedulingproblems gegeben, falls alle
Requests die Lange 1 haben. Werden Requests nur zu ganzzahligen Zeitpunkten geschedulet,
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so gibt es immer Blécke gleichzeitig ausgefiihrter Requests. Dafiir wird der Begriff der Syn-
chronisierbarkeit zweier Schedules eingefithrt. Anschaulich sind zwei Schedules genau dann
synchronisierbar, wenn sie durch Vertauschen der Blocke synchronisiert werden kénnen.

Fiir Halbduplex-Netzwerke ergibt sich der zentrale Satz, dass je zwei Schedules fiir die Re-
quests durch einen Knoten synchronisierbar sind. Das Problem eines globalen Schedules léasst
sich daher durch die Erstellung lokaler Schedules fiir Knoten und deren Synchronisation 16-
sen.

In Kapitel [7] werden Algorithmen fiir die Lésung des Schedulingproblems gegeben, falls alle
Requests als Lénge eine Zweierpotenz haben. Diese Algorithmen sind auf Grund einer beson-
deren Datenstruktur sehr effizient. Des Weiteren konnen in Kapitel [5| gegebene Algorithmen
verbessert werden, indem das Umschedulen von Requests unter bestimmten Bedingungen
erlaubt wird.

Zuletzt wird ein bei der sequentiellen Farbung verwendeter Ansatz (Saturation-Largest-First)
auf das Erstellen in gestaffelter Schedules iibertragen.

1.3 Anmerkungen

Wiéhrend in der Literatur Féarbungen iiblicherweise als Abbildungen in Mengen {1,...,n} be-
trachtet werden, werden sie in dieser Arbeit meistens als Abbildung in Mengen {0,...,n—1}
definiert. Dieses liegt daran, dass sie im Verlauf der Arbeit fiir die Erstellung von natiirlichen
Schedules verwendet werden und dort die Farbenmenge {0,...,n — 1} zwingend vorgegeben
ist.

Es wire auch moglich, Vollduplex-Netzwerke als gerichtete Graphen zu modellieren. Dann
waren jedoch Halbduplex- und Vollduplex-Netzwerke vollig getrennt zu betrachten. So hin-
gegen fallen viele Beweise zusammen, meistens ist der Vollduplex-Fall nur eine Ergédnzung
zum Halbduplex-Fall.

Des Weiteren hétten die Definitionen fiir Unicast- und Multicast-Netzwerke vereinheitlicht
werden koénnen. Dieses hitte die Redundanzen in den Abschnitten bis jedoch die
Komplexitdt der Beweise deutlich erhoht und somit die Verstidndlichkeit der Arbeit ver-
schlechtert.

Aufserdem wurden einige Eigenschaften bewiesen, die fiir die Algorithmen nicht unmittelbar
notwendig sind. Ziel dieser Arbeit ist neben der Analyse und dem Beweis der Algorithmen
jedoch auch, eine mathematische Theorie und Begriffe zu den behandelten Themen aufzu-
bauen.
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Grundlagen

2.1 Mathematische Grundbegriffe

Definition 2.1.1 (Potenzmenge). Sei M eine Menge, dann ist die Potenzmenge P(M) :=
{A: A C M} die Menge aller Teilmengen von M.

Definition 2.1.2. Zu einer natiirlichen Zahl n ist n :=={0,...,n — 1}.

Definition 2.1.3 (Disjunkte Uberdeckung). Sei T eine Menge. Eine Mengenfamilie T =
(T})ier heift disjunkte Uberdeckung von T, wenn

o T wird von T diberdeckt: T = J;; T;.
o Die Mengen von T sind disjunkt: i # j = T,NT; = 0.

Die Mengen T; heiffen Klassen. Wir definieren eine Indexfunktion ind : T — I, die jedem
t € T den eindeutig bestimmien Index ¢ € I mit t € T; zuordnet, d.h fir alle t € T ist
t € Tinae)-

Ist nicht eindeutig, auf welche disjunkte Ubergleckung sich die Indexfunktion bezieht, so schrei-
ben wir fir die Indexfunktion beziiglich der Uberdeckung T auch indr statt ind.

Beachte, dass eine disjunkte Uberdeckung i.A. keine Klasseneinteilung ist, da bei einer dis-
junkten Uberdeckung einzelne Klassen leer sein kénnen.

Lemma 2.1.4. Sei A eine Menge, (B;)icr eine disjunkte Uberdeckung von B und f : A— B
eine Abbildung. Dann ist (frl(Bi))iej eine disjunkte Uberdeckung von A. Insbesondere ist
(f~Hb}pep eine disjunkte Uberdeckung von A.

Beweis. Zu zeigen:
o Esgilt A=, f(B)).

e Esisti#j — fYB)Nf LB =0

Es gilt

Uy =5 (U Bz-) B =a

i€l i€l
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Indirekter Beweis: Angenommen, es giibe ein x € f~1(B;) N f~1(B;). Dann

ze fTH(Bi)Nf(B))
= f(x) € B; A f(x) € Bj
= f(x) € BiN B;
ZBiﬂBj#@
— =

Da offensichtlich ({b})yep eine disjunkte Uberdeckung von B ist, ist (f~1{b})pcp eine dis-
junkte Uberdeckung von A. O

Definition 2.1.5 (Restriktion einer Funktion). Sei f : A — D und B C A. Dann ist die
Restriktion von f auf B definiert durch

fip: B— D, b— f(b).
Lemma 2.1.6 (Mehrfache Restriktion). Sei C C B C A und f : A — D eine Abbildung.

Dann ist (fig)c = fic-

Beweis. Es gilt fiir alle ¢ € C:

(fiB)ic(c) = fis(c) = f(c) = fic(c)

O

Satz und Definition 2.1.7 (Injektive Fortsetzung einer Funktion). Seien A, B, X Mengen
und A, B endlich. Sei f : A — X injektiv und A C B mit |B| < |X|. Dann gibt es eine
injektive Funktion g : B — X mil gja = f. Die Funktion g heiffit injektive Fortsetzung von

f auf B.
Beweis. Esist [f(A)| = |A| und somit

(XA F(A)] = [X]=[f(A)] = |B] - |A] = [B\ A].
Daher gibt es eine injektive Abbildung f1 : B\ A +— X \ f(A). Definiere

f(z) fallsze A

g:B— X, T — {
fi(z) fallsz ¢ A

Dann ist g injektiv. Denn sei 1,22 € B mit 21 # xo. Fiir 1,29 € A gilt g(x1) = f(z1) #

f(x2) = g(x2) und fir 1,29 ¢ Aist g(z1) = fi(x1) # fi(z2) = g(x2). Ansonsten sei 0.B.d.A.

x1 € Aund 29 ¢ A. Dann ist g(z1) = f(z1) € f(A) und g(x2) = f(x2) € X \ f(A), also ist

g9(z1) # g(z2). U
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2.2 Graphentheoretische Grundbegriffe

In dieser Einfithrung werden einige elementare Notationen, Definitionen und Satze zusam-
mengetragen. Diese sind u.A. in [Jun99], [Vol91] und [Die06] nachzulesen.

Definition 2.2.1 (Graph). Seien V und E disjunkte Mengen und g : E +— V2. Dann heifit
das Tripel G = (V,E,g) (ungerichteter) Graph. Die Elemente aus V heiffen Knoten oder
Ecken, die Elemente aus E heiffen Kanten und g ist die Randabbildung, die jeder Kante
thre Randknotlen zuordnel.

Ein Graph G = (V, E, g) heifst einfach, wenn g injektiv ist. Dann ldsst sich jede Kante e € E
eindeutig mit ihren Randknoten g(e) € V2 identifizieren. Wir setzen dann E' = {g(e) : e € E}
und schreiben G = (V, E') fir G = (V,E,g).

Zur besseren Unterscheidung nennt man einen nicht einfachen Graphen auch Multigraph.

Bemerkung 2.2.2 (Beschrankung auf endliche Graphen). Ein Graph G = (V, E,g) mit
|E| < oo und |V] < oo heifit endlich. In dieser Arbeit werden wir uns auf endliche Graphen
beschrénken.

Definition 2.2.3 (Randpunkt, inzident, adjazent, benachbart). Sei G = (V, E, g) ein Graph.
e Ein Knoten v inzidiert (oder ist inzident) mit einer Kante e, wenn v € g(e) ist.

o Zwei Kanten e, f heiffen adjazent, wenn sie einen gemeinsamen Randknoten haben,
d.h. wenn es einen Knoten v € V gibt, der inzident mit e und f ist.

o Zwei Knoten v,w heiffen benachbart, wenn sie durch eine Kante verbunden werden,
d.h. wenn es eine Kante e mit g(e) = {v,w} gibt.

Die mit einer Kante e inzidenten Knoten sind die Randknoten von e. Eine Kante mit den
Randknoten v und w bezeichnen wir mit vw. In einfachen Graphen ist vw = {v,w} = wv.
In Multigraphen muss die Kante vw nicht eindeutig sein, dann sei vw eine beliebige Kante
mit Randknoten v und w.

Ist X, Y CVundv € X, w €Y, so heilt vw eine X-Y-Kante. Die Menge aller X-Y-Kanten
in E wird mit E(X,Y’) bezeichnet. Wir schreiben auch E(v,Y) := E({v},Y), E(X,w) :=
E(X,{w}) und E(v,w) := E({v},{w}). Weiter setzen wir E(v) := E(v,V \ {v}).

Zu einem Knoten v € V bezeichnen wir die Menge der mit v benachbarten Knoten mit
N@w):={w eV :vwe E}

Definition 2.2.4 (Schlinge, schlingenfreier Graph). Sei G ein Graph. Eine Kante vv heifit
Schlinge. Ein Graph ohne Schlinge heif§t schlingenfrei.

Definition 2.2.5 (Grad eines Knotens). Sei v ein Knoten. Dann ist der Grad d(v) = |E(v)|
die Anzahl der mit v inzidenten Kanten.

Lemma 2.2.6. Fir einen schlingenfreien Graphen G = (V, E,g) gilt die Gleichung

> d(v) =2|E|.

veV
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Beweis. In der Summe auf der linken Seite wird jede Kante e von beiden zu e inzidenten
Knoten aus — also doppelt — gezihlt. O

Definition 2.2.7 (Teilgraph, Untergraph). Sei G = (V, E,g) ein Graph. Ist V' C V und
E' CE, so0 dass G'(V', E', ggr) ein Graph ist, dann heift G' Teilgraph von G (beachte, dass
insbesondere alle Randknoten von Kanten aus E' in V' enthalten sein miissen). Wir schreiben
G' C G. Der Teilgraph G' heifit induziert von V' in G, wenn E' = {zy : xz,y € V'} N E ist.
Dann schreiben wir G' = G[V']. Ein induzierter Teilgraph heiffit auch Untergraph.

Ist G = (V, E) ein Graph und v € V ein Knoten, so schreiben wir fiir den Graphen, der durch
Entfernen von v und allen mit v inzidenten Kanten aus G entsteht auch G—v := G[V'\ {v}].

Definition 2.2.8 (Pfad). Sei G = (V, E, g) ein Graph. Ein Pfad P = (%,€) in G bestehl aus
einer Folge T = ()i=0,...n von Knoten aus V und einer Folge € = (e;)i=1,..n von Kanten
aus E, so dass fir allei=1,...,n gilt: e, = x;_17;.

Die Knoten xo und x,, heiffen Anfangs- und Endknoten (bzw. Randknoten) von P, die Kno-
ten T1,...,Tn_1 heiffen innere Knoten. Wir nennen P einen Pfad von xg nach x,. Die
Anzahl [(P) :=n der Kanten von P heifit Linge des Pfades.

Ist P = ((vo,...,vn),(e1,...,¢en)) ein Pfad von vy nach vy, so ist der inverse Pfad P! :=
((vny .., 00), (eny ..., e1)) ein Pfad von v, nach vy.

Die Menge der Knoten bzw. Kanten des Pfades P wird mit Vp = {xo,...,xn} bzw. Ep =
{e1,...,en} bezeichnet.

Definition 2.2.9 (Weg). Ein Weg ist ein Pfad mit paarweise verschiedenen Knoten.
Offenbar enthélt jeder Pfad zwischen zwei Knoten einen Weg zwischen diesen Knoten. Dieses

bedeutet nicht, dass die Knoten im Pfad aufeinanderfolgend sind, z.B. kann ein Weg durch
Entfernen einer Schlaufe entstehen.

Definition 2.2.10 (Teilweg). Sei P = ((vo,...,vn), (€1,...,€p)) ein Weg. Fiir0 <i<j<mn
ist dann Q = ((vi,...,vj), (€it1,...,€;5)) ein Teilweg von P. Man schreibt Q < P und sagt,
P enthdlt den Weg Q.

Definition 2.2.11 (Verkettung von Pfaden). Seien P = ((zo,...,%n), (€1,...,€n)) und Q =
((Zny s Tntm), (€nt1, - - - s €n+m)) Pfade. Dann definiert man die Verkettung P + Q von P
und @ durch P+ Q = ((xo, ..., Tnt+m), (€1, .-, €ntm)). Offenbar ist P 4+ Q ein Pfad.

Falls definiert, verwenden wir auch die Schreibweisen P+ Q + R = P + (Q + R) elc.

Die Verkettung von Wegen P und @ ist genau dann ein Weg, wenn die Knoten beider Wege
paarweise verschieden sind.

Lemma 2.2.12. Sei G = (V, E, g) ein Graph. Die Relation
~CV xV, v~w < Fs gibt einen Pfad von v nach w

ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis. Reflexivitét ist offensichtlich, denn der triviale Weg P(v,-) ist ein Weg von v nach
v. Symmetrie folgt, denn ist P ein Weg von v nach w, so ist P~! ein Weg von w nach v.
Transitivitdt gilt, denn sei P ein Pfad von u nach v und @ von v nach w, so ist P + @ ein
Pfad von u nach w. O

Definition 2.2.13 (Zusammenhang, Zusammenhangskomponenten). Sei G = (V, E,g) ein

Graph und Vi, ...,V die Aquivalenzklassen beziglich der in Lemma definierten Aqui-
valenzrelation. Dann heiflen G[Vi], ..., G[V,] Zusammenhangskomponenten von G.

Ein Graph G heifft zusammenhingend, wenn G nur aus einer Zusammenhangskomponente
besteht, d.h. wenn es fir je zwei Knoten v,w € V einen Pfad von v nach w in G g¢ibt. Eine
Knotenmenge W C V' heif§t zusammenhdangend (in G), wenn G[W] zusammenhdingend ist.

Definition 2.2.14 (Bezeichnungen fiir Wege). Zu einem Weg P = ((zo,...,Zn), (€1,...,€n))
vereinbaren wir als Notation

Firi=0,...,n: e,  =Ti1, e; =1
F’[i?”izl,...,n: Qj‘l.P_::ei

ir i — . P+ ._
Firit=0,...,n—1: x; = e

Lemma 2.2.15 (Die Kanten eines Weges sind paarweise verschieden). Sei P ein Weg. Dann
sind die Kanten von P paarweise verschieden.

Beweis. Da die Knoten paarweise verschieden sind, gilt

e =¢€j
= (i1 =zj 1Nz =)V (2 =21 Nxjim1 = xj)
— (i—l=j—1Ai=j)V(i=j—1Ai—1=j)
— = jVi=i—2

— =]

O

Da die Knoten und Kanten von P paarweise verschieden sind, ist — auch ohne Angabe des
Index — zu z € Vp und e € Ep sowohl e’ —, et als auch 27—, P+ wohldefiniert.

Lemma 2.2.16. Sei G ein Graph und P und Q Wege in G. Dann gilt (ggf. wo die entspre-
chenden Symbole definiert sind)

(i) Fiir e € Ep ist e~ # eF't.

(i) Fiir v € Vp ist o~ # o+,

(i) Fiire,f € Ep gilt '~ = fP~ &= e=f = 't = fI+,

(iv) Fiir z,y € Vp gilt 27~ =y~ = =y <= 2Pt =¢F+.

(v) Fire € EpNEg gilt: e~ =e?7 = et =9t und el = ¥t = e+ =l

(vi) Firz € Vpunde € Ep gilt v =ef'~ «—= 2Pt =cundx = et = 2~ =e.
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Beweis. Es sei P = ((xo,...,2n),(€1,...,€n)).
Zu (i): Sei e = e;. Dann ist e/~ = efD_ =2, 1F 1= efDJr =P+,
Zu (ii): Sei x = z;. Dann ist 27~ = xfﬁ =€ F e = szr = g+,

Zu (iii): Seie=¢;und f = e;. Danniste = f = e~ = ff-unde = f = f't = fF'F.
Weiter gilt
= — efj_:ef_ = Ti1=2j_1 = =] = ¢ =¢j = e=f,
ePJr:fP+ e eP+:e§3+ = T, =% = i=j = e, =¢j = e=f.

7

Somit gelten die Aquivalenzen.

Zu (iv): Seiz = z;undy = ;. Dannistz =y = 2~ =y~ undz =y = 27T =yF*.
Weiter gilt
xP_:yP_ = xf_:xf_ = e =€ = =] = ;=T = T =1,
:UP+:yP+ — xf+:$f+ = e11=¢€j41 —> 1=J = T;=T; = T =Y.

Somit gelten die Aquivalenzen.
Zu (v): Dieses folgt unmittelbar aus {e"'~,ef T} = e = {97, 9}

Zu (vi): Sei z = z; und e = e;. Dann gilt

r=el" @xi:ef_ = i1=j—-—1 <<= i1+1=3 <‘:>gjf,3+:ej — J;P+:6,
r=elt <:>:ni:ef+ = 1=7] <:>xf_:ej — P~ =e.

2.2.1 Eigenschaften einfacher Graphen

Im Folgenden betrachten wir nur noch einfache Graphen G = (V, E). Dann ist ein Pfad P =
(z,€) durch die Folge (xo,...x,) seiner Knoten eindeutig festgelegt und die Kante e; durch

die Bezeichnung e; = x;_1z; eindeutig definiert. Wir schreiben dann auch P = (xq,...,z,)
fir P.Ist zp € X C V und z,, € Y C V so heist P Pfad von X nach Y bzw. X-Y-Pfad.
Sind alle Knoten xg, ..., z, paarweise verschieden, so ist P ein Weg und heift entsprechend

Weg von X nach Y bzw. X-Y-Weg.

Fiir einen Weg P = (xq,...,2,) und 0 < i < j < n schreiben wir
ziPxj = (x;,...,2;),
i P = (zj,...,xy),
P.’L‘] - (JU(), 7$J)

Weiter definieren wir

{zoz1} firi=0
Ep(z;) = {(x)", (x)""} = { {wimrws, w1} fir1<i<n—1.
{xp_12n} firi=n
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Definition 2.2.17 (Schlaufe). Ein Pfad (x,...,Tn—1,x0) heifit Schlaufe, falls (xo, ..., xn_1)
ein Weg ist. Ein Graph ohne Schlaufe heiffit schlaufenfrei.

Definition 2.2.18 (Baum). FEin zusammenhdngender schlaufenfreier Graph heifit Baum.
Die Knoten mit Grad 1 heiffen Blatter.

Definition 2.2.19 (Benachbarte Mengen). Sei G = (V, E) ein Baum. Zwei disjunkte zu-
sammenhdngende Mengen X,Y C V heiffen benachbart, wenn es eine X-Y -Kante gibt.

Satz 2.2.20 (Eigeschaften eines Baums). Sei G = (V, E) ein Baum. Dann gilt:
(i) Ist G nicht-trivial (d.h. |V| > 2), so hat G mindestens zwei Bldtter.

(i) Zu je zwei verschiedenen Knoten v,w € V existiert ein eindeutig bestimmter Weg von
v nach w in G.

(iii) Jeder zusammenhdingende Untergraph von G ist ein Baum.

(iv) Seien XY C V disjunkte Mengen und G[X] und G[Y] Biume. Dann gibt es ein x € X
und ein y €Y, so dass jeder Weg von X nach Y in G den eindeutig bestimmien Weg
P wvon = nach y in G enthilt und jeder Weg von 'Y nach X den Weg P! enthiilt.

(v) Seien x,y € V benachbart und z ¢ {x,y}. Sei P der Weg von x nach z und Q) der Weg
von y nach z. Dann ist y € Vp oder x € Vj,.

(vi) Seien X,Y C V zusammenhdngede benachbarte Mengen und sei z ¢ X UY . Sei P ein
X-2-Weg und und Q ein Y-z2-Weg. Dann ist y € Vp oder x € V.

Beweis. Zu (i): Sei P = (xq, ..., zy) ein Weg maximaler Lénge n in G. Dann ist z( ein Blatt.
Denn hat xg auber x; einen weiteren Nachbarn v, so ist v ¢ Vp, da G schlaufenfrei ist,
also wére (v, xg,...,x,) ein Weg der Lange n + 1. Widerspruch.

Zu (ii): Seien v,w € V. Da G zusammenh#ngend ist, existiert ein Pfad und somit ein Weg von
v nach w. Seien nun (v = zg, Z1,...,Tp—1,Tp = W) und (V = Yo, Y1, -+, Ym—1,Ym = W)
zwei verschiedene Wege von v nach w. Sei k der kleinste Index mit xp # yi. Sei
u = xp—1 = yp—1 und v’ = x; = y; der erste Knoten nach u, der beiden Wegen
angehort. Dann ist (u, zg, ..., %i—1,%,yj—1,..., Yk, u) eine Schlaufe. Widerspruch.

Zu (iii): Sei G’ ein zusammenhingender Untergraph von G. Dann ist G’ auch schlaufenfrei,
da jede Schlaufe in G’ eine Schlaufe in G wire. Somit ist G’ ein Baum.

Zu (iv): Die Fille X = 0 und Y = 0 sind trivial. Sei X,Y # . Dann gibt es einen kiir-
zesten X-Y-Weg P = (z = 20,...,2, = y). Offenbar ist wegen der minimalen Lénge
Zly.vy2n & X und zg,...,2p—1 ¢ Y. Sei nun v € X und w € Y. Dann gibt es einen
komplett in G[X] verlaufenden Weg Px von v nach z und einen komplett in G[Y]
verlaufenden Weg Py von y nach w. Somit ist Py + P+ Py definiert und der eindeutig
bestimmte Weg von v nach w. Dieser enthilt P.

Ist umgekehrt @ ein Weg von Y nach X, so ist Q! ein Weg von X nach Y, enthilt
also P. Somit enthilt auch @ den Weg P~! von y nach .

Zu (v): Falls z ¢ Vg, so ist 2y + Q der eindeutig bestimmte Weg P von x nach z, also ist
y € Vp.

10
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Zu (vi): Sei {z,y} die X-Y-Kante mit z € X und y € Y. Sei P ein Weg von v nach z und
@ von w nach z. Es gibt einen komplett in X verlaufenden Weg P’ von z nach v und
einen komplett in Y verlaufenden Weg Q" von y nach w. Dann enthélt P + P’ den Weg
P" von x nach z und @ + Q' den Weg Q" von y nach z als Teilweg. Ist nun = ¢ Vp, so
ist wegen x ¢ Q' auch x ¢ Q”. Nach (v) ist dann y € P”, wegen y ¢ P’ somit y € P.

O

Definition 2.2.21 (Bezeichnungen fiir Baume). Sei G = (V, E) ein Baum. Dann bezeichnet
man mit I[(G) die mazimale Linge eines Weges in G.

Definition 2.2.22 (Isomorphie, Isomorphismus). Fin Isomorphismus zwischen zwei einfa-
chen Graphen G = (V, E) und G' = (V', E') ist eine bijektive Abbildung ¢ : V +— V' so dass
gilt:

vw € E <= p(v)p(w) € E'.

Zwet Graphen heiflen isomorph, wenn ein Isomorphismus zwischen thnen existiert.

Definition 2.2.23 (Vollstdndiger Graph). FEin einfacher und schlingenfreier Graph G =
(V, E) heifit vollstindig, wenn je zwei Knoten von V' benachbart sind, d.h. wenn gilt

E ={{v,w}:v,we V,v#w}

Da es zu jedem n € N bis auf Isomorphie genau einen vollstindigen Graphen gibt, bezeichnet
man diesen auch mit K.

Definition 2.2.24 (Clique, Cliquenzahl). Sei G = (V, E) ein einfacher, schlingenfreier
Graph. FEine Clique C' der Ordnung n von G ist ein zu K, isomorpher Untergraph von
G. Eine Clique heifit maximal, wenn sie die grifite Ordnung aller Cliquen von G hat. Die
Ordnung einer mazimalen Clique von G heifit Cliquenzahl cl(G) von G.

2.2.2 Hypergraphen

Am Rande werden in dieser Arbeit auch Hypergraphen von Bedeutung sein. Anschaulich
gesprochen ist ein Hypergraph ein Graph, bei dem eine Kante eine beliebige Anzahl an
Knoten — insbesondere mehr als zwei Knoten — verbinden kann.

Definition 2.2.25 (Hypergraph). Seien V und E disjunkte Mengen und g : E — P(V).
Dann heifit das Tripel G = (V, E,g) (ungerichteter) Hypergraph. Man nennt V Knoten, E
Kanten und die Elemente aus g(e) Randknoten oder Knoten der Kante e.

Eine Kante e verbindet zwei Knoten v und w, wenn v, w € g(e) gilt. Entsprechend zu ge-
wohnlichen Graphen definiert man auch fiir Hypergraphen die Begriffe adjazent, inzident,
benachbart usw.

11
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2.2.3 Datenstrukturen fiir Graphen

Multigraphen G = (V, E, g) kénnen auf verschiedene Arten dargestellt werden.

Adjazenzmatrix Die Knoten werden mit 1 bis n durchnummeriert und in einer n x n-Matrix
(@ij)1<i j<n wird in der Komponente a;; die Anzahl der Kanten von ¢ nach j gespeichert.
G ist genau dann einfach, wenn alle a;; € {0, 1} sind und genau dann schlingenfrei, wenn
alle a;; = 0 sind. Offenbar benétigt diese Darstellung O(|V'|?) Speicherplatz.

Das Finden aller Nachbarn eines Knotens hat die Komplexitat O(|V]).
Knoten kénnen nicht hinzugefiigt werden.

Das Hinzufiigen einer Kante ist in konstanter Zeit moglich.

Das Testen, ob eine Kante existiert, benotigt konstante Zeit.

Adjazenzliste Alle Knoten werden in einer (doppelt) verketteten Liste oder einem Array
gespeichert. Jeder Knoten v enthélt eine Liste aller mit v inzidenten Kanten, wobei
jede Kante eine Referenz auf ihre Randknoten enthélt. Es ist ebenfalls moglich, dass
nicht die Kante selbst, sondern nur der Nachbarknoten mit der Anzahl der Kanten zu
diesem gespeichert wird. Diese Darstellung benétigt O(|V|+|E|) Speicherplatz. Werden
Mehrfachkanten durch ihre Multiplizitit gespeichert, so wird sogar nur O(|V| + |F|)
Speicherplatz bendtigt. Dabei ist F' = {g(e) : e € E} die Menge der Kantentypen,
d.h. die Menge der Kanten, wenn mehrere parallele Kanten durch eine Kante ersetzt
werden.

e Das Finden aller Nachbarn eines Knotens v hat eine Komplexitat O(d(v)).

e Kanten konnen in konstanter Zeit hinzugefiigt werden.

e Knoten koénnen bei der Représentation der Knoten in einer Liste in konstanter
Zeit hinzugefiigt werden.

Fiir alle Darstellungen ist es ohne Zusatzaufwand moglich, den Grad d(v) jedes Knotens zu
speichern.

Die Umwandlung zwischen einer Darstellung als Adjazenzliste und einer Darstellung als Ad-
jazenzmatrix ist in O(]V|?) mdglich. Dieses liegt im Wesentlichen daran, dass jedes der |V|?
Elemente der Adjazenzmatrix gelesen bzw. geschrieben werden muss.

12
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Graphenfarbung

3.1 Farbung von Graphen

Definition 3.1.1 (Knotenfirbung, Kantenfirbung). Sei G = (V, E, g) ein (Multi) Graph oder
(Multi) Hypergraph.

e FEine Knotenfirbung von G ist eine Abbildung ¢ : V — S in eine endliche Menge S, so
dass fiir benachbarte Knoten v,w € V gilt c(v) # c(w).

e Fine Kantenfarbung von G ist eine Abbildung ¢ : E — S in eine endliche Menge S, so
dass fir adjazente Kanten e, f € E gilt c(e) # c(f).

Mit |c| wird die Anzahl |c(V)| bzw. |c(E)| der verwendeten Farben bezeichnet.

Fir Knotenfarbung sind mehrfache Kanten irrelevant, da diese keinen Unterschied fiir die
Nachbarschaft zweier Knoten machen. Fiir Kantenfirbung sind sie insofern relevant, als dass
je zwei Kanten mit denselben Randknoten adjazent sind, also mit unterschiedlichen Farben
gefarbt werden miissen.

Enthélt G eine Schlinge, so gibt es eine Kante vv, fiir eine giiltige Knotenfidrbung c miisste also
c(v) # c(v) gelten. Somit ist die Knotenfiarbung eines Graphen mit Schlinge nicht moglich.
Dabher seien alle Graphen als schlingenfrei vorausgesetzt.

Im Folgenden werden wichtige Eigenschaften zur Farbung zusammengetragen. Im Wesentli-
chen stammen die Sétze aus [Die06, Kapitel 4] und [Jun99) Kapitel 8].

Sei G = (V,E) ein Graph und ¢: V +— S bzw. ¢: E + S eine Knoten- bzw. Kantenfirbung
von G. Dann heifst S die Menge der Farben. Relevant ist lediglich die Anzahl der Elemente
von S, so meistens S = {0,...,n — 1} = n angenommen wird.

In der Regel sind wir an einer Féarbung mit einer moglichst geringen Anzahl von Farben
interessiert. Dieses fiihrt zur folgenden Definition:

Definition 3.1.2 (Chromatischer Index, k-farbbar, k-Firbung). Sei G = (V, E) ein schlin-
genfreier Graph. Dann definiert man den knotenchromatischen Index x(G) bzw. den kanten-
chromatischen Index x'(G) durch

X(G) = min{k € N: Es existiert eine Knotenfirbung c:V — k},
X' (G) = min{k € N: Es existiert eine Kantenfirbung c: E — k}.

13
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Ein Graph heift k-knotenfirbbar, wenn x(G) < k ist und k-kantenfarbbar, wenn x'(G) < k
151.

Eine Knoten- bzw. Kantenfdirbung, die mazimal k Farben bendtigt, heifit k-Knotenfarbung
bzw. k-Kantenféarbung.

Definition 3.1.3 (Bipartiter Graph). Fin Graph G = (V, E) mit x(G) < 2 heifit bipartit.
Die Frage ist nun, wie sich der knoten- bzw. kantenchromatische Index eines Graphen und
eine Farbung mit minimaler Anzahl an Farben bestimmen ldsst.

Dazu fithren wir folgende Notationen ein. Sei G = (V, E) ein Graph. Der Grad eines Knotens
sei mit d(v) bezeichnet. Dann wird definiert

Minimalgrad: )(G) := min{d(v) : v € V'},
Maximalgrad: A(G) := max{d(v) : v € V'},
Maximale Anzahl paralleler Kanten: w(G) = max{|E(v,w)| : v,w € V}.

Ein Graph ist genau dann einfach, wenn p(G) <1 ist.
Kantenfarbungen kénnen auf Knotenfarbungen zuriickgefiihrt werden.

Definition 3.1.4 (Kantengraph). Sei G = (V, E) ein Graph. Der Kantengraph L(G) =
(V' E'") ist definiert durch

V' =FE,

E'={{e,fy € (V')2renf#0}.

Die Knoten von L(G) sind somit gerade die Kanten von G. Zwei Knoten von L(G) sind
genau dann benachbart, wenn sie als Kanten von G adjazent sind.

Satz 3.1.5 (Kantenfirbung von G entspricht Knotenfirbung von L(G)). Sei G = (V, E)
ein Graph. Dann st ¢ : E — S genau dann eine Kantenfirbung von G, wenn es eine
Knotenfirbung von L(G) ist.

Beweis. Sei c¢: E'+— S. Dann gilt

¢ ist Kantenfdrbung von G
<= fiir in G adjazente Kanten e und f gilt c(e) # c(f)
<= fiir in L(G) benachbarte Knoten e und f gilt c(e) # c(f)
<= c ist Knotenfarbung von L(G).

O

Ublicherweise wird Knotenfirbung auch schlicht als Farbung und der knotenchromatische
Index eines Graphen kurz als chromatischer Index bezeichnet.
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3.1 Féarbung von Graphen
3.1.1 Graphenfirbung ist NP-vollstiandig

Im Folgenden wird nun der Beweis, dass Knotenfarbung NP-vollstindig ist, skizziert. Da-
bei werden Grundkenntnisse und Begriffe wie nicht-deterministische Turingmaschine oder
boolesche Formeln als bekannt vorausgesetzt.

Definition 3.1.6 (NP, NP-hart, NP-vollstandig). Die Klasse P ist die Menge der Proble-
me, die eine deterministische Turingmaschine in polynomieller Zeit beantworten kann. Die
Klasse NP ist die Menge der Probleme, die eine nichi-deterministische Turingmaschine in
polynomieller Zeit positiv beantworten kann.

Definition 3.1.7 (Polynomielle Reduktion). Ein Problem A heiffit polynomiell auf ein Pro-
blem B reduzierbar (i.Z. A <, B), wenn es einen Algorithmus ¢ mit polynomieller Laufzeit
gibt, der aus einer Antwort auf B eine Antwort auf A berechnet.

Diese Definition basiert auf der folgenden Idee: Gibt es einen polynomiellen Algorithmus v
fiir B, so wére die Hintereinanderausfithrung von ¢ nach 1 ein polynomieller Algorithmus
fiir A. Also bedeutet A <, B, dass B€ P = A € P gilt.

Definition 3.1.8 (NP-hart, NP-vollstandig). Ein Problem A heifit NP-hart, wenn sich alle
Probleme aus NP polynomiell auf A reduzieren lassen. Ein NP-hartes Problem A € NP heifit
NP-vollstindig.

Definition 3.1.9 (Konjunktive Normalformen, 3-KNF). Wir betrachten nun eine spezielle
Teilmenge der booleschen Formeln iiber einer Variablenmenge X. Es gibt

Literale: Lit := {z,—~x:x € X}.
Klauseln:

Cl := { Disjunktion von Literalen} = {\/ Titx; € Lit,i=1,... ,n} )

=1

Konjunktive Normalform:

n
KNF := {Konjunktion von Klauseln} = {/\ F:FeCli=1,... ,n}
i=1

3-KNF ist die Menge der Konjunktiven Normalformen, bei dem jede Klausel genau drei
Literale enthdlt.

Unter der Linge einer Formel F' € 3-KNF verstehen wir die Anzahl der Klauseln von F.

Die Satze und Beweise dieses Kapitels stammen im Wesentlichen aus [Aho8§].

Satz und Definition 3.1.10 (3-SAT ist NP-vollstandig). Eine Formel F' € 3-KNF mit der
Variablenmenge X heifit erfiilllbar, wenn es eine Belegung der Variablen aus X so gibt, dass
F wahr ist. Das Problem (3-SAT) ist, zu einer gegebenen Formel F € 3-KNF zu priifen, ob
F erfillbar ist. Dann gilt: 3-SAT ist NP-vollstindig.
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Kapitel 3 Graphenfirbung

Satz 3.1.11 (Graphenfirbung ist NP-vollstinding). Das Entscheidungsproblem, ob ein ge-
gebener Graph G mit n Farben farbbar — d.h. x(G) < n — ist, ist NP-vollstindig.

Insbesondere gibt es — falls P # NP — keinen polynomiellen Algorithmus zur Bestimmung von
X(G) und somit auch keinen polynomiellen Algorithmus zur Bestimmung einer Farbung mit
manimaler Farbanzahl.

Beweis. Um zu zeigen, dass das Farbungsproblem (COL) NP-vollstdndig ist, zeigen wir
3-SAT<,COL und COL € NP.

Zu 3-SAT~<,COL:

16

e 7u einer booleschen Formel F' € 3-KNF mit n Variablen x1,...,x, und ¢ Klauseln

Fi, ..., F; konstruieren wir nun in polynomieller Zeit abhingig von max(n,t) einen
Graphen G = (V,E) zu F, der genau dann mit n 4+ 1 Farben gefarbt werden kann,
wenn F' erfiillbar ist. Kénnte nun in polynomieller Zeit getestet werden, ob der Graph
n + 1-farbbar wire, so konnte in polynomieller Zeit gepriift werden, ob F' erfiillbar ist.

Da die Erfiillbarkeit jeder Formel aus 3-KNF mit n = 3 oder weniger Variablen durch
Ausprobieren der 2" < 8 moglichen Belegungen fiir x1,...,x, in linearer Zeit in Ab-
héngigkeit der Lange t getestet werden kann, wird 0.B.d.A. n > 4 vorausgesetzt.

Definition des Graphen: Wir definieren mit weiteren Symbolen vy, ..., v, den Graphen
G = (V, E) durch
V ={z;,~xyv;:i=1,....n}U{F;:i=1,...,t}
E :={vjvj,vixj, vi(—xj) 1 i # j}
U{zi(-z;) :i=1,...,n}
U{z;Fj : z; ist kein Literal von F;} U {(—z;)F; : ~z; ist kein Literal von F}}
Insbesondere sind nun benachbart:
— Je zwei verschiedene Knoten v;, v;.
— Jedes Literal z; und —z; mit jedem Knoten vj, j # .
— Jedes Literal mit seiner Negierung.
— F; mit jedem Literal, welches nicht in F} vorkommt.

Nun soll versucht werden, eine Knotenfirbung ¢ : V +— S von G mit |S| = n+1 Farben
zu konstruieren.

Es gilt c(zj) = c(vj) oder ¢(—z;) = c(vj) fir j = 1,...,n: Da je zwei verschiedene
Knoten v;, vj benachbart sind, ist G[v1, ..., v,] ein vollstdndiger Graph mit n Knoten
und bendtigt bei einer Féarbung n verschiedene Farben. Nun gilt fiir alle j und i # j:

vz € B = c(v;) # C(%‘)?
vi(-ay) € B = c(v) # c(-ay),
zj(—zj) € E = c(xj) # c(—xy).

Wire fiir ein j nun ¢(z;) # c(vj) und c(—z;) # c(vj), so wiirden mindestens n + 2
verschiedene Farben c(v1),...,c(vy), c(z;), c(—z;) verwendet. Da ¢ jedoch nur n + 1



3.1 Féarbung von Graphen

Farben verwendet, muss entweder ¢(z;) = c¢(v;) oder ¢(—z;) = ¢(v;) gelten. Der andere
Knoten x; bzw. —x; ist hingegen mit einer Farbe s ¢ {c(v1),...,c(v,)} gefarbt.

Es gilt ¢(Fj) # s: Sei y; € {z;,x;} das Literal, so dass c(y;) = c¢(v;) und c¢(—y;) = s
gilt.

Es gibt insgesamt 2n Literale x; bzw. —x;. Da jede Klausel F; drei Literale enthélt, ist
F; zu den anderen 2n — 3 Literalen benachbart. Wegen n > 4 ist 2n — 3 > g + 1, also
gibt es zu jedem F); mindestens ein ¢ so, dass F} zu y; und —y; benachbart ist. Wegen
c(—y;) = s folgt c(Fj) # s.

Enthdlt jedes F; ein Literal y;, so ist der Graph n + 1-fdarbbar: Nun enthalte I} ein
Literal y;. Dann ist F); nicht benachbart zu y;.

Des Weiteren ist F; mit keinem Literal « der Farbe c(y;) benachbart. Denn sei x ein
zu Fj benachbartes Literal, so gibt es ein k, so dass x € {zy, ~xr} = {yg, ~yi}. Falls
T = Y, 80 ist i # k und es gilt c(x) = c(yr) = c(vg) # c(v;) = ¢(y;). Falls x = =y, so
ist c(x) = c(~yk) = s # c(yi).

Daher ist F; zu keinem Literal mit der Farbe c(y;) benachbart. Da F; ausschlieslich
mit Literalen benachbart ist, hat kein Nachbarknoten von Fj; die Farbe ¢(y;). Somit
kann Fj die Farbe c¢(F}) := c(y;) zugeordnet werden.

Enthilt ein F; kein Literal y;, so ist der Graph nicht n + 1-farbbar: Enthalt F; kein
Literal y;, so ist F} zu allen Literalen y,...,y, benachbart, es muss also c¢(Fj) ¢
{c(y1), ... c(yn)} = {c(v1),...,c(vy)} gelten. Da jedoch schon ¢(Fj) # s gilt, wird fiir
F} eine weitere n + 2-te Farbe bendtigt.

Es gilt 8-SAT<,COL: Der Graph G ist also genau dann mit n + 1 Farben fdrbbar,
wenn jede Klausel von F' mindestens ein Literal y;, also ein Literal x mit einer Farbe
c(z) # s enthalt.

Der Graph sei n + 1-farbbar. Dann kénnen die Literale x mit ¢(x) # s mit wahr belegt
werden und F ist erfiillt.

Sei F erfiillbar. Dann sei z; € {x;, 7a;} das mit wahr belegte Literal. Nun enthilt jede
Klausel F} ein solches Literal z;. Dann definiere ¢ : V +— {1,...,n + 1} durch

c(—z;) =0, i=1,...,n

c(z) = c(v;) =1, i=1,...,n

c(Fj) :=i fiir ein in Fj enthaltenes Literal z;

Dann ist ¢ eine Féarbung mit n 4+ 1 Farben.

Ist nun bekannt, ob der Graph mit n + 1 Farben farbbar ist, so ldsst sich unmittelbar
entscheiden, ob F erfiillbar ist. Daher ist 3-SAT<,COL.

Zu COL € NP: Offenbar kann der folgende nicht-deterministische Algorithmus in polynomi-

eller Zeit eine positive Antwort liefern, wenn G = (V, E') mit n + 1 Farben farbbar ist.
e Rate eine Belegung c(v) der Knoten V' mit Werten aus n.
e Gibt es zwei benachbarte Knoten v, w mit ¢(v) = ¢(w), gebe false zuriick.

e Ansonsten gebe true zuriick.
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Koénnte x(G) in polynomieller Zeit bestimmt werden, so kénnte in polynomieller Zeit be-
stimmt werden, ob x(G) < n ist. Also wire das Entscheidungsproblem in polynomieller Zeit
l6sbar, somit wegen der NP-Vollstédndigkeit P = NP. Eine Farbung mit minimaler Farbanzahl
kann nicht in polynomieller Zeit berechnet werden, da sonst auch x(G) in polynomieller Zeit
berechnet werden konnte. O

Auf Grund der in Satz gezeigten Beziehung von Knoten- und Kantenfarbung ergibt sich
aus Satz [3.1.11] das folgende Korollar.

Korollar 3.1.12 (Kantenfarbung ist NP-vollstindig). Das Entscheidungsproblem, ob ein
Graph G mit n Farben knotenfirbbar ist, ist NP-vollstindig.

Insbesondere gibt es — falls P # NP — keinen polynomiellen Algorithmus zur Bestimmung von
X' (G) und somit auch keinen polynomiellen Algorithmus zur Bestimmung einer Kantenfdr-
bung mit minimaler Farbanzahl.

Bemerkung 3.1.13. Uber Satz hinaus haben Garey und Johnson bereits 1976 in
[GI76] gezeigt, dass — falls es einen polynomiellen Algorithmus gibt, der zu jedem Graphen
eine Farbung mit hochstens 2x(G) Farben erzeugt — auch einen polynomiellen Algorithmus
zur Bestimmung von x(G) gibt. Insofern ist es sogar NP-vollsténdig, zu jedem Graphen eine
Férbung mit maximal 2x(G) Farben zu finden.

In Abschnitt wird diese Aussage weiter verscharft.

3.1.2 Abschidtzungen fiir den chromatischen Index

Die Bestimmung des chromatischen Index eines Graphen ist NP-vollstdndig. Dennoch gibt
es einige Abschétzungen fiir den chromatischen Index. Die folgenden Sitze stammen aus
[Die06], [CH94] und [Vol91]

Satz 3.1.14. Fir jeden schlingenfreien Graphen G gilt x(G) < 1+ max{d(H)|H C G}.
Satz 3.1.15 (Brooks 1941). Sei G ein schlingenfreier Graph, dann gilt x(G) < A(G) + 1.
Satz 3.1.16 (Brooks 1941). Sei G ein zusammenhdngender schlingenfreier Graph, der weder
vollstindig noch ein Kreis ungerader Lange ist, so gilt x(G) < A(G).

Diese Abschitzungen kénnen jedoch sehr grob sein. So gibt es 4-farbbare Graphen mit beliebig

grokem Maximalgrad.

Beispiel 3.1.17 (Farbung von Radgraphen). Fiir n > 3 ist der Radgraph W,, = (V,,, E},)
gegeben durch (vgl. Abbildung

Vi ={w,v1,...,0,}

E, ={viva,...,vp_1vp,vpv1 } U{wv; :i=1... n}.

18



3.1 Féarbung von Graphen

Abbildung 3.1: Der Radgraph Wy

Dann ist offenbar A(G) = d(w) = n. Jedoch gilt

e Fiir gerade nist ¢: V — {0,1,2} gegeben durch

c(w) =0,
c(v1) =c(vg) =+ =c(vn-1) = 1,
c(vg) =clvg) = =c(vy) =1

eine Farbung fiir W, mit 3 Farben.

e Fiir ungerade n ist ¢: V — {0, 1,2, 3} gegeben durch

eine Farbung fiir W, mit 4 Farben.

Es ist also fiir n > 3 jedes W), 4-farbbar, jedoch gilt A(W,,) = n.

Besser sind die Abschétzungen fiir den kantenchromatischen Index.

Satz 3.1.18 (Vinzig 1941). Sei G = (V, E, g) ein Multigraph. Dann gill
A(G) < X(G) < A(G) + ().

Insbesondere gilt fiir einfache Graphen

Jedoch ist es bereits fiir einfache Graphen NP-vollstindig zu bestimmen, ob A(G) = x/(G)
oder A(G) = x'(G)+1 gilt. Fiir bestimmte Unterklassen — insbesondere fiir bipartite Graphen
— ist das Problem einfacher.

Satz 3.1.19. Sei G = (V, E, g) ein bipartiter Multigraph. Dann gilt X' (G) = A(G).

In Abschnitt werden effiziente Algorithmen zur exakten Kantenfarbung bipartiter Mul-
tigraph aufgefiihrt.
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3.2 Ubersicht iiber Fiarbungsalgorithmen

3.2.1 Ubersicht

Obwohl es, falls P # NP ist, nach Satz[3.1.11]und Korollar [3.1.12 keinen polynomiellen Algo-
rithmus zur Bestimmung einer optimalen Knoten- bzw. Kantenfirbung geben kann, werden
Algorithmen zur Graphenfiarbung bendétigt.

Prinzipiell unterscheidet man zwischen Heuristiken, die effizient sind, aber nicht immer eine
optimale Farbung erzeugen und exakten Algorithmen, die in nicht-polynomieller Laufzeit
eine exakte Férbung erzeugen. Wéhrend bei den exakten Algorithmen einzig die Laufzeit
entscheidend ist, konnen bei den Heuristiken verschiedene Schwerpunkte gesetzt werden. Die
heuristischen Algorithmen kénnen sowohl auf ihre Laufzeit optimiert werden, als auch dar-
aufhin, dass sie zumindest moglichst oft mdglichst gute Farbungen erzeugen oder aber eine
gewisse Approximationsgiite fiir die Férbung garantieren.

Definition 3.2.1 (Approximationsgiite). Fin Optimierungsproblem ist gegeben durch:

Eine Menge 11 von moglichen Eingaben

Eine Griofenfunktion N : 11 — N

FEine Menge Sol(m) von Losungen zu jeder Fingabe w € 11

FEine Auswertungsfunktion t : Sol(m) — R zu jeder Eingabe m € 11

Das Optimum OPT ist gegeben durch

inf{t(s) : s € Sol(m)}  bei Minimierungsproblemen

OPT(m) = {

sup{t(s) : s € Sol(m)}  bei Mazimierungsproblemen

Sei A ein Algorithmus der Funktion A : 11 — R. Dann wird die Approzimationsgiite k4 von
A definiert durch

n) sup gﬁi% cmell,N(m) =n bei Minimierungsproblemen
ka(n) =
sup ?&{757)? cmell,N(m)=n bei Mazimierungsproblemen

Oftmals wird fiir die Approzimationsgiite nur eine obere Schranke in der Art ka(n) € O(f(n))
oder kg(n) < f(n) angegeben.

Das Farbungsproblem ldsst sich formal als Minimierungsproblem auffassen.

e Die Menge II entspricht der Menge der Graphen.

e Die Menge Sol(m) ist die Menge der giiltigen Farbungen des Graphen .

e Die Auswertungsfunktion ¢ ordnet einer Farbung s € Sol(w) die Anzahl der verwende-
ten Farben zu.

e Das Optimum OPT(r) ist die Anzahl der Farben einer Farbung mit minimaler Farban-
zahl, also ist OPT(mw) = x(m) bei Knotenfirbung bzw. OPT(7w) = x'(7) bei Kanten-
farbung.

Lediglich die Grofenfunktion variiert. Fiir einen Graphen 7 = G = (V, E) ist z.B. N(G) =
V], N(G) = |[V| + |E| oder N(G) = A(G) moglich. Insofern wird die Approximationsgiite
auch als Funktion von II aufgefasst.
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Definition 3.2.2 (Approximationsgiite von Féarbungsalgorithmen). Sei c4(G) die von A fir
einen Graphen G erzeugte Farbung. Dann heifit die Funktion kx

sup % :N(G) =n fiir Knotenfarbung

ka(n) =
() sup |§Z,‘((g))| :N(G)=n fiir Kantenfirbung

Approximationsgiite von A. Oft schreiben wir auch nur k statt k4.

Die Approximationsgiite misst, wie schlecht das Verhéltnis der Anzahl der Farben des von
A erzeugten Algorithmus zur Anzahl der Farben einer optimalen Farbung ist. Die obige
Definition erlaubt, die Approximationsgiite als Funktion des Graphen anzugeben.

3.2.2 Knotenfirbung

Fiir Algorithmen zur Graphenfirbung eines Graphen G = (V| E) gibt es unterschiedliche
Ansétze. Autbauend auf diesen gibt es sowohl exakte als auch heuristische Farbungsalgorith-
men.

Sequentielle Farbung: Die Knoten werden in einer Reihenfolge vy, . . ., v, durchlaufen. Dann
wird dem Knoten vy basierend auf der bereits erzeugten partiellen Farbung der Knoten
v1,...,V,—1 eine Farbe zugeordnet, die noch kein Nachbarknoten von vy hat.

Sequentielle Farbung mit Umfarben: Dieses Verfahren entspricht im Wesentlichen der se-
quentiellen Farbung. Sobald jedoch fiir ein Knoten eine neue Farbe eingefiihrt werden
muss, wird versucht, eine bichromatische Zusammenhangskomponente so umzuférben,
dass keine neue Farbe eingefiihrt werden muss.

Unabhingige Mengen: Es wird eine disjunkte Uberdeckung der Knotenmenge V mit un-
abhéngigen Mengen Vi, ...V, gesucht. Dabei heifst eine Menge unabhdngig, wenn sie
keine benachbarten Knoten enthéilt. Anschliefend werden alle Knoten einer Klasse der
Uberdeckung mit derselben Farbe gefirbt.

Genetische Algorithmen: In den letzten Jahren wurden vermehrt genetische Algorithmen
zur Graphenfirbung entwickelt. Diese sollen in dieser Arbeit jedoch nicht betrachtet
werden.

3.2.2.1 Uberblick iiber Heuristische Algorithmen

Falls P # NP, so besagt Bemerkung dass kein polynomieller Algorithmus eine Ap-
proximationsgiite k < 2 haben kann. Dariiber hinaus zeigten Lund und Yannakakis 1993
in [LY93|, dass es ein § > 0 gibt, so dass es keinen polynomiellen Algorithmus mit einer
Approximationsgiite x < |V|° gibt.!

'n [Has96] wird gezeigt, dass — falls NP # ZPP gilt — diese Aussage fiir jedes 6 < 1 erfiillt ist, d.h. dass
kein polynomieller Algorithmus mit einer Approximationsgiite x < |V|* ¢ fiir ein € > 0 existiert.
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Eine triviale obere Schranke fiir die Approximationsgiite ist x = |V|, da x(G) > 1 und
lca(G)| < |V] ist. Die derzeit beste garantierte Approximationsgiite eines polynomiellen Al-
gorithmus liefert Halldorson in [Hal93]. Er stellt einen auf unabhéngigen Mengen basierenden
Algorithmus Halldorson-Color vor mit einer Approximationsgiite

[V |(log log |V])?
"e O( (log[V])? )

Es existiert also eine grofse Liicke zwischen der Approximationsgiite, die derzeit mit polyno-
miellen Algorithmen erreicht wird und der Approximationsgiite, von der bekannt ist, dass sie
NP-hart ist.

In der Praxis sind dennoch oft Ergebnisse empirischer Untersuchungen entscheidend. So bie-
ten Algorithmen (z.B. DSATUR) einen guten Kompromiss aus schneller Laufzeit und relativ
guter Farbung, obwohl sie lediglich die triviale Approximationsgiite k € O(|V]) garantie-
ren.

In Abschnitt werden einige auf sequentieller Farbung beruhende Heuristiken vorge-
stellt.

3.2.2.2 Uberblick iiber Exakte Algorithmen

Exakte Algorithmen zur Graphenfirbung kénnen — falls P # NP — keine polynomielle Laufzeit
haben. Die derzeit beste garantierte Laufzeit

4 3 V]
3
@, (3 + 4> ~ 0(2,4150))

liefert der in 2003 in [Epp03] vorgestellte, auf unabhéingigen Mengen basierende Algorithmus
Eppstein-Color. Interessant ist, dass dieser Algorithmus zuerst in der oben genannten Kom-
plexitdt den chromatischen Index x(G) des Graphen berechnet und anschlieffend aus den
berechneten Daten in O(2!V1) eine explizite Farbung berechnet. Dieser Algorithmus hat eine
sehr gute garantierte Worst-Case-Laufzeit, jedoch tritt diese auch nahezu immer ein. Somit
sind in der Praxis oft andere Algorithmen besser.

Eine grofse Klasse exakter Farbungsalgorithmen basieren auf der sequentiellen Férbung. Diese
probieren letztendlich systematisch alle méglichen Abbildungen auf eine optimale Farbung
durch. Jedoch kénnen oft grofse Teile des Suchbaums friih ausgeschlossen werden, so dass diese
Algorithmen fiir kleine Graphen iiblicherweise schnell arbeiten. Der erste solche Algorithmus
wurde von Brown 1972 in [Bro72] vorgestellt. In Abschnitt gehen wir néher auf exakte
sequentielle Farbung ein.

Eine weitere, oft effiziente Methode zur exakten Graphenfiarbung basiert ebenfalls auf unab-
héngigen Mengen. Das Modell unabhéngiger Mengen wird in ein lineares ganzzahliges Opti-
mierungsproblem ILP iibersetzt, so dass das ILP genau dann optimal ist, wenn die zugehdrige
Farbung exakt ist. Da dieses ILP sehr viele Variablen hat, ben6tigt man zur Losung die Tech-
nik der Spaltengenerierung. Einen Uberblick iiber dieses Verfahren wird in Abschnitt
gegeben.
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3.2.3 Kantenfirbung

Viele algorithmische Ansétze zur Knotenfarbung lassen sich auf Kantenfarbung tibertragen.
Im Wesentlichen gibt es die folgenden Algorithmen:

Sequentielle Farbung: Die Knoten werden in einer Reihenfolge ey, . .., e, durchlaufen. Dann
wird der Kante e basierend auf der bereits erzeugten partiellen Farbung der Kanten
€1,...,ex—1 eine Farbe zugeordnet, die noch kein Nachbarknoten von e hat.

Unabhingige Mengen: Es wird eine disjunkte Uberdeckung der Kantenmenge E in Mat-
chings FEi,..., By gesucht. Dabei heifst eine Kantenmenge Matching, wenn sie keine
adjazenten Kanten enthilt. AnschlieRend werden alle Kanten einer Klasse der Uberde-
ckung mit derselben Farbe geférbt.

Genetische Algorithmen: Auch fiir die Kantenfirbung gibt es genetische Algorithmen. Diese
sollen jedoch wie bei der Knotenfdrbung nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.

Fiir die Kantenfarbung gibt es wichtige Resultate, auf die in Abschnitt ndher eingegangen
wird.

o Ein Multigraph lisst sich in einer Laufzeit von O(|E|(A(G) +|V)) mit maximal |15 -
X'(G) + %J Farben firben?. Insbesondere gibt es einen polynomiellen Algorithmus mit

Approximationsgiite % .

e Ein Multihypergraph — und somit auch ein Multigraph — mit beschriankter Knotenan-
zahl ldsst sich in O(|E|) exakt farben.

e In O(|V| + | E|) lasst sich eine optimale Kantenfarbung fiir einen bipartiten Graphen
erzeugen.

3.3 Algorithmen zur Knotenfarbung

3.3.1 Heuristische sequentielle Firbung

Definition 3.3.1 (Partielle Farbung, Partielle Farbung der Ordnung p). Se: G = (V, E)
ein Graph und W C V. Eine Abbildung ¢ : W — S heifit partielle Knotenfirbung auf W,
wenn ¢ eine Knotenfarbung auf dem Untergraphen G[W] ist, d.h. wenn keine zwei benach-
barten Knoten aus W dieselbe Farbe zugeordnet bekommen. Die Abbildung heifit partielle
k-Knotenfirbung, wenn |S| = k ist.

Fiir eine partielle Farbung auf W schreiben wir auch oft cy. Ist vi, ..., v, eine vorgegebene
Anordnung der Knoten, so schreiben wir auch ¢y := ¢y, . .} und nennen ¢, eine partielle
Farbung der Ordnung p.

®Fiir eine reelle Zahl z ist |x]| := max{n € Z : n < c} die groRte ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.
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Definition 3.3.2 (Nachbarfarben eines Knotens). Zu einer partiellen Farbung ¢ fiir W de-
finieren wir die Menge der (verschiedenen) Nachbarfarben eines Knotens v als

New (v) = {c(w) : w e WNN(v)}.

Ist c eine partielle Firbung der Ordnung p, so schreiben wir Ncy(v). Ist die Menge W offen-
sichtlich, so schreiben wir schlicht Nc(v).

3.3.1.1 Aligemeine sequentielle Farbung

Viele Féarbungsalgorithmen basieren auf sequentieller Farbung. Bei der sequentiellen Férbung
werden die Knoten in einer bestimmten Reihenfolge durchlaufen und jedem Knoten wird eine
Farbe zugewiesen, die im weiteren Verlauf nicht mehr verdndert wird. Sequentielle Farbung
ist somit ein Greedy-Algorithmus und wird auch oft als Greedy-Farbung bezeichnet.

Die unterschiedlichen sequentiellen Algorithmen unterscheiden sich in der Reihenfolge, in der
die Knoten durchlaufen werden und der Wahl der Farbe fiir diesen Knoten. Der Pseudocode
der allgemeinen sequentiellen Farbung steht in Algorithmus[I] Allerdings ist der Algorithmus
nicht eindeutig spezifiziert, da die Reihenfolge, in der die Knoten durchlaufen werden, nicht
festgelegt ist.

Algorithmus 1 : Greedy-Seq-Color
Sequentielle Farbung eines Graphen

Parameter : G: Ein Graph G = (V, E) als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste.
Riickgabewert : Eine heuristische Farbung fiir den Graphen G.
Komplexitit : O(|E| + |V|) falls G als Adjazenzliste vorliegt,

O(|V|?) falls G als Adjazenzmatrix vorliegt.

1 Funktion Greedy-Seq-Color(G: Graph)

2 c: Vi NyU{oo}; // Firbungsabbildung als Array
3 foreach v € V do ¢(v) := o0 ; // Zu Beginn ist jeder Knoten ungeférbt
4 foreach v € V do

5 L c(v) :==min(N \ Ney(v)) ; // Férbung mit der kleinsten freien Farbe
6 return c;

7 end

Satz 3.3.3 (Sequentielle Fiarbung). Der Algorithmus Greedy-Seq-Color (siche Algorithmus 1))
erzeugt eine Knotenfirbung ¢ mit mazimal A(G) + 1 Farben. Jeder Knoten hat eine Farbe
c(v) < d(v). Erfolgt die Auswahl des Knotens in Zeile || in konstanter Zeit, so hat der
Algorithmus eine Komplezitat von O(|E| + |V|), falls der Graph als Adjazenzliste vorliegt
und O(|V|?), falls der Graph als Adjazenzmatriz vorliegt.

Beweis. Sei vy,...,v, die Reihenfolge, in der die Knoten durchlaufen werden.

Nach dem k-ten Schritt ist ¢ eine partielle Farbung der Ordnung k& und fiir jeden Knoten v,
i <k gilt c(v;) < d(v;).

Induktionsanfang k = 1: Nach dem ersten Schritt ist ¢ offenbar eine partielle 1-Farbung der
Ordnung 1 mit ¢(vy) = 0 < d(vy).
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Induktionsschritt & — k 4 1: Sei die Behauptung nach dem k-ten Schritt erfiillt. Dann gilt
nach Induktionsvoraussetzung

Fiir alle benachbarten v;,v; mit 1 <i < j <k: c(v;) # c(vj)

und wegen der Wahl von c(vy41)

Fiir alle zu vgy1 benachbarten v; mit 1 <i <k : c(v;) # c(Vg41),
also folgt:
Fiir alle benachbarten v;,v; mit 1 <i<j<k+1: c(v;) # c(vj).

Somit ist nach dem k + 1-ten Schritt ¢ eine partielle Farbung der Ordnung k + 1.

Des Weiteren gilt fiir alle ¢« < k nach Induktionsvoraussetzung c(v;) < A(G). Nun ist
Ug+1 benachbart zu d(vg11) Knoten, somit ist ¢(vgy1) = min(Ng \ Nep(v)) < d(vg41) <
A(G).

Nach dem n-ten Schritt ist also ¢ eine Férbung fiir G mit Farben aus {0,...,A(G)}
und fiir alle v; gilt ¢(v;) < d(v;).

Zum Schluss ist somit ¢ eine Farbung fiir V und fiir jeden Knoten v; € V' gilt ¢(v;) < d(v;) <
A(G) und somit ¢(v;) € {0,...,A(G)}.

Zur Komplexitét: Die Schleife wird fiir jeden Knoten v € V' — also |V| mal — durchlaufen.
Zeile || lasst sich fiir v wie folgt implementieren.

1. Lege ein Array used mit den Feldern [0,...,d(v)| an und initialisiere es mit false.
2. Durchlaufe alle Nachbarknoten w von v und setze used|c(w)] auf true, falls c(w) < d(v).

3. Durchlaufe das Array von und setze c¢(v) auf den kleinsten Wert s, fiir den als] = false
ist. Dieser existiert, da nach der vorherigen Uberlegung c(v;) < d(v;) ist.

Wurde der Graph in einer Adjazenzliste gespeichert, kénnen diese Schritte fiir jeden Knoten
v in O(|d(v)|) ausgefithrt werden. Im Falle einer Adjazenzmatrix benétigt das Durchlaufen
aller Nachbarknoten O(|V|) Schritte. Summiert iiber alle Knoten ergibt sich eine Gesamt-
komplexitit von

fir Adjazengliste: ) O(d(v)) = O (Z d(v)) = O(2|E|) = O(|E)),

veV veV

fiir Adjazenzmatrix: Y O(|[V|) = [V]- |[V| = [V]*.
veV

Insgesamt ergibt sich somit eine Komplexitit von O(|E| + |V|) bzw. O(|V|?). O

Das Ergebnis der sequentiellen Farbung hangt stark von der Reihenfolge ab, in der die Knoten
durchlaufen werden. So gibt es immer eine Knotenreihenfolge, bei der Greedy-Seq-Color eine
optimale Farbung liefert. Nach [Tur04, Kapitel 5.1] gilt:

Satz 3.3.4 (Sequentielle Férbung liefert fiir eine Knotenreihenfolge optimale Féarbung). Ses
G = (V,E) ein Graph. Dann gibt es eine Knotenreihenfolge vy,...,v, von V so, dass die
sequentielle Farbung eine Farbung mit x(G) Farben liefert.
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U1 Z U3 U5 Z v7
V2 Vg Ve Ug

Abbildung 3.2: Fiir diesen bipartiten Graphen Gy erzeugt Greedy-Seq-Color eine 4-Féarbung.

Beweis. Es gibt eine Knotenfarbung ¢ : V' — x(G). Man ordne die Knoten v1,...,v, so,
dass 0 = c¢(v1) < ¢(v2) < -+ < ¢(vy) = x(G) — 1 ist. Dann gilt fiir die von Greedy-Seg-Color
erzeugte Farbung ¢

Fiir alle v € V gilt ¢/ (v) < ¢(v).
Induktionsanfang ¢ = 1: Es ist

d(v1) := min(Ny \ {¢(x) : = ist Nachbar von v1}) = min(Ny \ {o0}) = 0 < ¢(vy).
Induktionsschritt ¢ — 1 — ¢: Sei die Bedingung fiir 1,...,7 — 1 erfiillt. Fir alle zu v; benach-

barten Knoten v; gilt nach Definition der Farbung c(v;) # c(v;). Somit folgt fiir alle
zu v; benachbarten Knoten v; mit j <1

c(vj) < cfvj) < e(vi),
also folgt

d(v;) :=min(Np \ {¢(z) : x ist Nachbar von v;}) < min(Np \ {/(v1), ..., (vi—1),0})

€{0,...,c(v;)—1}

<min(Ng \ {0, ..., c(vi) — 1}) = c(v;).

Somit ist ¢’ eine Farbung und fiir alle i gilt ¢(v;) < ¢(v;) < ¢(v,) = x(G) — 1, also bendtigt
¢ maximal x(G) Farben. O

Bei ungeschickter Wahl der Knotenreihenfolge kann die erzeugte Farbung jedoch sehr viel

mehr Farben als x(G) benétigen. Das folgende an [CH94, Ubung 6.2.1] angelehnte Beispiel

zeigt, dass die Approximationsgiite x nicht besser als % ist.

Beispiel 3.3.5 (Sequentielle Farbung). Sei fiir n = 2m der Graph G, = (V,, E;,) gegeben
durch (vgl. Abbildung

Vn:{vl,...,vn}
En: {U2i+102j+2:i7j :07"'7m_17 7’7&]}

Durchlauft der Algorithmus Greedy-Seq-Color die Knoten aus V' in der natiirlichen Reihenfolge
V1, ..., Up, SO entsteht die m-Farbung ¢ : V +— m mit ¢(2i+1) = ¢(2i+2) =4,i=0,...,m—1.

Denn im ersten Schritt (¢ = 0) sind noch keine Nachbarknoten von v; gefarbt, also wird

c(v1) :=min(Ng \ {c(z) :  ist Nachbar von v1}) = min(Ng \ {¢(vs), c(vg), - .., c(vn)})
=min(Np \ {co}) = min(Np) =0
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und entsprechend gilt fiir vy

c(vz) :=min(Np \ {¢(x) : z ist Nachbar von va}) = min(Ny \ {c(v3), c(vs), ..., c(vn—1)})
=min(Np \ {oo}) = min(Ny) = 0.

Sei die Bedingung bis vy erfiillt. Dann gilt

c(vag+1) :==min(Ny \ {c(x) : z ist Nachbar von vgp41}) = min(Ng \ {c(voj42) : j # k})
=min(Np \ {c(v ) s e(Var—1)42)s C(Vak1)42)s - -+ s C(vam) })
=min(Np \ {0, . —1,00}) =k
c(vogy2) :=min(Np \ {c(x ) x ist Nachbar von vog4o}) = min(Ng \ {c(vej1) 1 j # k})
=min(Np \ {C(Ul) s C(Va(h—1)41)> C(Va(kt1)+1)5 - - - > C(V2m—1)})
=min(No \ {0,...,k —1,00}) =k

und somit die Aussage bis vogyo.

Induktiv folgt die Behauptung.

Fiir n — oo konvergiert der Erwartungswert der Anzahl der verwendeten Farben der Greedy-
Féarbung gemittelt tiber alle Knotenanordnungen bei dieser Graphenfamilie nach [Big90| je-
doch gegen 2. Allerdings gibt es Graphenfamilien, so dass der Greedy-Algorithmus fiir fast
alle Knotenanordnungen schlechte Farbungen findet.

3.3.1.2 Sequentielle Firbung mit Umfarbung

In [MMI72, Abschnitt 2] wird eine Methode zur Verringerung der Farben bei sequentieller
Féarbung angegeben. Bei dieser Methode wird — falls fiir einen Knoten eine neue Farbe einge-
flihrt werden muss — versucht, die bereits gefarbten Knoten so umzufirben, dass keine neue
Farbe nétig ist.

Definition 3.3.6 (s,t-bipatiter Untergraph, s,¢-Komponente). Sei G = (V, E) ein Graph
und ¢ : 'V — S eine Knotenfirbung. Seien s,t € S zwei verschiedene Farben und Vs =
c1(s), V; = ¢ L(t) die Knoten mit der Farbe s bzw. t. Dann heifit G[Vs U V;] der s,t-
bipartite Untergraph von G und eine Zusammenhangskomponente von G[Vs U V] heifit s, t-
Komponente.

Satz und Definition 3.3.7 (s <> t-Umférbung). Sei G = (V, E) ein Graph und ¢ : V +— S
eine Knotenfarbung. Sei H = (Vi, Ey) eine s,t-Komponente. Dann ist ¢ definiert durch

c(v) fallsv ¢ Vg
dw)=1<s fallsv e Vg Ae(v) =t
t fallsv e Vg ANe(v) =s

eine Knotenfdrbung. Diese entsteht durch Vertauschen der Farben s und t auf einer s,t-
Komponente und heifit durch s < t-Umfdrbung ouf H entstandene Fdrbung.
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Beweis. Seien v, w zwei benachbarte Knoten. Falls v,w ¢ Vg oder v,w € Vi so ist ¢ (v) =
d(w) <= c¢(v) = c¢(w), also (v) # (w). Sei nun 0.B.d.A. v € Vg und w ¢ V. Falls
c(w) = s oder ¢(w) = t, so wire w in einer anderen s, t-Zusammenhangskomponente, konnte
also nicht mit v benachbart sein. Somit ist ¢/ (w) = c¢(w) ¢ {s,t} und /(v) € {s,t}, also ist
d(v) # ' (w). In jedem Fall ist fiir benachbarte Knoten v, w auch ¢(v) # ¢ (w), somit ist ¢/
eine Farbung. O

Die Idee der sequentiellen Farbung mit Umfirben ist nun die folgende: Sei ¢ eine partielle
k-Farbung der Ordnung p — 1. Kann nun v, mit einer der Farben aus k geférbt werden, so
farbt man v, wie in der normalen sequentiellen Farbung mit der kleinstméglichen Farbe, d.h.
ist Nep—1(vp) # k, so setzt man c(v,) = min(Ng \ Nep—1(vp)).

Kann hingegen v, mit keiner der Farben aus £k gefarbt werden, so ist v, mit mindestens einem
Knoten jeder Farbe benachbart. Sei T' die Menge der Farben, mit der genau ein Nachbarkno-
ten von v, gefdrbt ist. Es gebe nun Farben s,¢ € T mit s # ¢, so dass eine s, t-Komponente
von G[{vi,...,vp—1}] genau einen zu v, adjazenten Knoten w hat, 0.B.d.A. mit c¢(w) = s.
Dann fiihrt man eine s < t-Umfirbung auf dieser s,t-Komponente durch. Da w der einzi-
ge zu v, adjazente Knoten mit ¢(w) = s war und nun die Farbe t hat, gibt es keinen zu v,
benachbarten Knoten mit Farbe s mehr, und somit kann v, mit der Farbe s gefarbt werden.

Gibt es hingegen keine solche s, t-Komponente fiir Farben s,¢ € T', so muss v, mit der neuen
Farbe k gefarbt werden.

Satz 3.3.8 (Sequentielle Firbung mit Umférben). Die Auswahl in Zeile 5] des in Algorith-
mus [ dargestellten Algorithmus Greedy-Seql-Color erfolge in konstanter Zeit. Dann erzeugt
der Algorithmus eine Knotenfirbung c in O(x(G)|E|) € O(A(G)|E|) c O(|V||E|)?

Beweis. Der Beweis der Korrektheit verlduft im Wesentlichen analog zum Beweis fiir normale
sequentielle Farbung. Sei vy, ..., v, die Reihenfolge, in der die Knoten durchlaufen werden.
Dann ist nach dem k-ten Schritt ¢ eine partielle m + 1-Farbung der Ordnung k.

Induktionsanfang k = 1: Nach dem ersten Schritt ist das die Behauptung trivialerweise er-
filllt. Denn es ist j = m = 0 und somit ¢ mit ¢(v1) = 0 eine partielle 1-Férbung.

Induktionsschritt k — k + 1: Sei die Behauptung nach dem k-ten Schritt erfiillt.

Fall 1: Nach Zeile [f]ist j < m. Dann erfolgt die Wahl von ¢(vg11) wie bei der gewShn-
lichen sequentiellen Farbung und m bleibt unverdndert, somit ist ¢ nach dem
Schleifendurchlauf eine partielle m + 1-Férbung der Ordnung &k + 1.

Fall 2: Nach Zeile [6]ist j = m + 1.

Fall 2a: Die Bedingung in Zeile [10] dass eine solche Austauschkomponente H
existiert, ist wahr. Dann wird eine s « ¢t-Umfiarbung dieser Komponente H vor-
genommen. Nach Satz bleibt ¢ eine partielle m + 1-Farbung der Ordnung k.
Falls w die Farbe s hatte und nun c¢(w) = t gilt, existiert nach der Umfiarbung kein
71 v11 benachbarter Knoten der Farbe s mehr. Nach der Zuweisung c(vgi1) :=

3In einigen Quellen wird behauptet, dass dieser Algorithmus lineare Zeit benétigt. Dieses ist in dieser
allgemeinen Form nicht korrekt. Vielmehr basiert die Idee des Umfirbens auf Kempe-Ketten, welche
in einer Beweisidee des Vier-Farben-Satzes verwendet wurden. Dort wird der Algorithmus fiir planare
Graphen verwendet und es ist immer x(G) < 4 (bzw. zur Zeit der Idee x(G) < 5) gesichert.
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Algorithmus 2 : Greedy-Seql-Color

Sequentiellen Farbung eines Graphen mit Umfirben
Parameter : G: Ein Graph G = (V, E) als Adjazenzliste.
Riickgabewert : Eine heuristische Farbung fiir den Graphen G.
Komplexitit : O(x(G)|E|) € O(A(G)|E]) C O(|V||E)).

1 Funktion Greedy-Seql-Color(G: Graph)

2 c: V= NU{oo}; // Férbungsabbildung als Array
3 foreach v € V do ¢(v) := o0 ; // Zu Beginn sind alle Knoten ungeférbt
4 m:=—1; // Gréfte bisher verwendete Farbe
5 foreach v € V do

6 k := min(Ng \ Ne(v)) ; // Kleinste freie Farbe fiir v
7 if £ <m then c(v) =k ; // Keine neue Farbe wird bendtigt
8 else

9 Suche Farben s,t € T so, dass es eine s, t-Komponente H mit nur einem zu v

benachbarten Knoten gibt;

10 if es gibt eine solche Komponente H then
11 Definiere w als der zu v benachbarte Knoten in H;
12 foreach x € H do // s < t-Unférbung von H
13 L if ¢(z) = s then c(z) :=t else ¢(z) := s;
14 if ¢(w) = s then ¢(v) :=t else c¢(v) := s ; // Férben von v
15 else // v muss mit einer neuen Farbe gefdrbt werden
16 c(v) :==k;
17 m:=k
18 return c;
19 end
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in Zeile ist somit ¢ eine partielle m + 1-Farbung der Ordnung k. Falls w die
Farbe ¢ hatte, ist die Uberlegung analog.

Fall 2b: Die Bedingung in Zeile [I0, dass eine solche Austauschkomponente H
existiert, ist falsch. Dann wird c¢(vgy1) wie bei der gewohnlichen sequentiellen
Farbung definiert. Nach Zeile [16]ist ¢ wegen j = m + 1 also eine partielle m + 2-
Farbung der Ordnung k£ + 1. Wegen der Definition von m := j in der darauf
folgenden Zeile gilt somit die Behauptung.

Eine Implementierung in der angegebenen Laufzeit steht in [SDKS83) S. 415ff]. O

Im Gegensatz zur einfachen sequentiellen Farbung ist Greedy-Seql-Color fiir bipartite Graphen
exakt, insbesondere auch fiir den in Abbildung dargestellten Graphen. Obwohl der Al-
gorithmus im Durchschnitt bessere Ergebnisse als Greedy-Seq-Color liefert, gibt es Graphen,

fiir den er schlechtere Férbungen erzeugt (Vgl. [SDKS83, S. 415]). In [Joh74) zeigte Johnson
4]

mit dem folgenden Beispiel, dass die Approximationsgiite dennoch nicht besser als 5= sein

kann.

Beispiel 3.3.9 (Sequentielle Farbung mit Umfirben). Sei fir n = 3m, m € N der Graph
Gpn = (Vpn, Ep,) gegeben durch (vgl. Abbildung

Vo = {ug,vi,w; :0<i<m-—1}
En = {aibj,aicj,bicj ) # j}

Dann ist x(Gy) = 3, denn offenbar ist G,, fiir n > 3 nicht bipartit und ¢ : V,, — {0,1,2},
c(a;) =0, ¢(b;) =1, c(¢;) = 2 ist eine 3-Farbung fiir Gy,. Férbt Greedy-Seql-Color die Knoten
jedoch in der Reihenfolge ag, bg, cg,a1,b1,¢1,. .., @m—-1,bm—1,Cm—1, 50 bendtigt er m = %

Farben.

Ist ¢ die vom Algorithmus erzeugte Farbung, dann ist ¢/(ax) = ¢ (bx) = (cx) = k und
zu keinem Zeitpunkt ein Umférben moglich. Dieses lésst sich induktiv begriinden: Offenbar
farbt der Algorithmus ag, bg und ¢y mit der Farbe 0. Soll nun a1 gefdrbt werden, so ist
nach Induktionsvoraussetzung ¢ (a;) = ¢/(b;) = ¢(¢;) = i fir 0 < i < k. Dann ist fiir je zwei
Farben s,t < k der s-t-bipartite Untergraph gerade

Gs,t({b57 bt7 Cs, Ct}7 {bSCt, btcs})‘

Dieser besteht aus den beiden von {bs,c;} bzw. {b;, cs} induzierten Zusammenhangskompo-
nenten. Da ag41 zu jedem der Knoten bg, b, cs, ¢; benachbart ist, hat keine Zusammenhangs-
komponente von G ; nur einen zu a1 benachbarten Knoten, somit ist eine s < ¢t-Umférbung
nicht moglich. Daher muss a4 mit der Farbe k + 1 gefdrbt werden.

Die Uberlegungen fiir by, 1 und ¢y sind analog.

3.3.1.3 Methoden zur Wahl der Knotenreihenfolge

Viele effiziente Algorithmen basieren auf einer geschickten Wahl der Knotenreihenfolge bei der
sequentiellen Farbung. Sie lassen sich durch die Technik des Umférbens weiter Verbessern.
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ao aq a
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Abbildung 3.3: Fiir diese 3-firbbare Graphenfamilie Gjs,, erzeugt Greedy-Seql-Color m-
Férbungen

Bei der Wahl der Knotenreihenfolge unterscheidet man zwischen dynamischer und statischer
Ordnung. Bei der statischen Ordnung wird zu Beginn die Reihenfolge der Knoten festgelegt,
anschliefend werden die Knoten geférbt. Bei der dynamischen Ordnung wird wihrend der
Laufzeit auf Basis der bisher erzeugten partiellen Farbung der nichste Knoten gewihlt. Ge-
nerell lasst sich mittels dynamischer Ordnung eine bessere Farbung erzeugen, da fiir die Wahl
des nichsten Knotens mehr Informationen zur Verfiigung stehen.

Nun werden verschiedene Méglichkeiten der Sortierung kurz vorgestellt.

Zufillige Ordnung: Die Knoten werden zu Beginn des Algorithmus zufillig geordnet. Die
Ordnung kann in O(|V]) bestimmt werden und ist statisch.

Largest First: Die Knoten werden so geordnet, dass die Folge d(v1),...,d(v,) der Knoten-
grade monoton fallend ist. Dieses entspricht dem Welsch-Powell-Algorithmus und wurde
zuerst 1967 in [WP67] vorgestellt. Die Ordnung kann in O(|V|log|V|) berechnet werden
und ist statisch.

Greedy Largest First: v; ist der Knoten mit maximalem Grad und die anderen Knoten wer-
den so sortiert, dass v; mindestens so viele Nachbarknoten in vy, ..., v;—1 hat wie jeder
Knoten v;41, . ..,v,. Diese Ordnung kann nach [KJ85] in O(min(|V|?, |E|log|V])) be-
stimmt werden und ist statisch.

Smallest Last: Die Knoten werden so geordnet, dass d(v;) minimal in G[{vi,...,v;}] ist.
Dieser Algorithmus wurde zuerst 1972 in [MMIT72] vorgestellt. Die Ordnung kann nach
IMBS83] in O(|E| + |V|) bestimmt werden und ist statisch.

Saturation Largest First: Im ersten Schritt wird der Knoten mit maximalem Grad gefirbt.
In jedem Schritt wird der ungetdrbte Knoten gewdhlt, dessen Sattigungsgrad maximal
ist. Der Sidttigungsgrad eines Knotens v ist die Anzahl der unterschiedlich gefarbten,
zu v adjazenten Knoten (siehe Definition [3.3.10). Der Algorithmus wurde zuerst 1979
als DSATUR in [Bré79| vorgestellt. Die Ordnung ist dynamisch.

Diese Algorithmen wurden sowohl theoretisch als auch empirisch untersucht. Fiir alle mogli-
chen Knotenordnungen gibt es sowohl mit als auch ohne Umfirben 3-farbbare Graphen, fiir
die die sequentielle Farbung O(|V|) Farben benétigt (fiir Beispiele zur Smallest Last Ordnung
mit und ohne Umfirben siehe [Joh74]). Als bester Algorithmus dieser Klasse gilt der Algo-
rithmus DSATUR. Daher soll dieser im folgenden Abschnitt genauer untersucht werden.
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3.3.1.4 Saturation Largest First — DSATUR und DSATUR mit Umfarben

Definition 3.3.10 (Sattigungsgrad). Sei G = (V, E) ein Graph, W C V, c: W — S eine
partielle Farbung und v € V' ein Knoten. Der Sdttigungsgrad ds(v) von v beziglich ¢ ist
definiert als die Anzahl an unterschiedlichen Farben von gefdrbten Nachbarknoten von v, d.h.
es ist ds(v) := |New (v)].

Der Saturation-Largest-First-Algorithmus, zuerst von D. Brélaz als DSATUR in [Bré79| ver-
Offentlicht, wihlt in jedem Schritt einen noch nicht gefiarbten Knoten, dessen Sattigungsgrad
(engl. Saturation) beziiglich der bisherigen Féarbung maximal ist. Teilweise wird zusétzlich
gefordert, dass bei gleichem Séttigungsgrad mehrerer Knoten der Knoten mit maximalem
Sattigungsgrad und gréftmoglichem Grad gewihlt wird.

Die Idee ist, dass der Knoten mit dem hochsten Sattigungsgrad in einem gewissen Sinne am
schwierigsten zu fiarben ist. In jedem Schritt wird also versucht, das schwierigste Problem
zu 16sen, bevor fiir dieses durch evtl. willkiirliche, schlechte Farbung einfach zu farbender
Nachbarknoten weitere Bedingungen entstehen.

Algorithmus 3 : DSATUR
Sequentielle Farbung mit Saturation-Largest-First-Ordnung
Parameter : G: Ein Graph G = (V| E) als Adjazenzliste.

Riickgabewert : Eine heuristische Farbung fiir den Graphen G.
Komplexitit : O(min(|V|?,|E|log|V])).

1 Funktion DSATUR(G: Graph)

2 c: Vi NyU{oo}; // Farbungsabbildung als Array
3 foreach v € V do ¢(v) := o0 ; // Zu Beginn ist jeder Knoten ungeférbt
4 W:=V; // W ist die Menge der bereits gefdrbten Knoten
5 while W # () do

6 if V=W then // Erster Schleifendurchlauf
7 ‘ Wiéhle v € W mit maximalem Grad d(v);

8 else // Weitere Schleifendurchliufe
9 L Wihle v € W mit maximalem Séttigungsgrad ds(v);
10 c(v) := min(Np \ {¢(x) : z ist Nachbar von v}) ; // Féarben von v
11 W =W\ {v};
12 return c;
13 end

Satz 3.3.11 (DSATUR). Der in Algorithmus @ beschriebene Algorithmus DSATUR firbt die
Knoten eines Graphen in O(min(|V|?,|E|log|V])).

Beweis. Der Algorithmus DSATUR erzeugt eine Farbung, da er eine Form der sequentiellen
Féarbung ist. Die Laufzeit folgt nach [KJ85, S. 415]. O

Nach [Bré79] ist DSATUR exakt fiir bipartite Graphen. Dennoch kénnen 3-firbbare Gra-
phen schlecht gefarbt werden. Das folgende Beispiel wurde in leicht abgewandelter Form von
Spinnrad und Yijayan 1985 in [SV85] vorgestellt.
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N & s
=P

Abbildung 3.4: Fiir diese 3-firbbare Graphenfamilie G,, erzeugt DSATUR n-Farbungen.

Beispiel 3.3.12. Sei fiir n € N der Graph G,, = (Vj,, Ey,) gegeben durch (vgl. Abbildung|3.4)

Vi=X,UY,UZ,, E,=E'UE?UE?
mit

Xn ={z0,...,xn_2}, E}l:{yizHl:O:l,...,n—l},
Yn:{yov"‘7yn—1}7 E?L:{.’Ezyjl#j}7
Zn={21,... 2}, E? = {2210 < j}.

Dann ist x(G,) = 3, denn zwischen Knoten innerhalb einer der Mengen X,,, Y;,, Z, existiert
keine Kante, somit ist ¢ : V;, — {0,1,2}, ¢(x;) =0, ¢(y;) = 1, ¢(z;) = 2 eine 3-Farbung fiir
den Graphen G,,.

Der Graph G,, hat 3n — 1 Knoten. Fiir den Grad der Knoten ergibt sich:

n fallsi=n—-1 3 fallsi=n
dlx;))=2n—1—1 d(y;) = d(z;) =
(i) (1) {n —1 sonst (=) {Z + 1 sonst

Verzichtet man im Algorithmus DSATUR auf die Bedingung, dass im ersten Schritt und
bei gleichem Séttigungsgrad der Knoten mit maximalen Grad gewdhlt wird, so ist s :=
Y0y 215 Ty Y1y 225 T1s -« -y Tn—2, Yn—1, 2n €ine zuldssige Knotenreihenfolge fiir den (modifizierten)
DSATUR und die Knoten x;, y; und z; werden mit der Farbe i gefdarbt. Insgesamt wird also
eine n + 1-Farbung erzeugt.

e Fiigt man nun die Bedingung hinzu, dass der DSATUR mit dem Knoten groften Grades
beginnt, so muss yy der Knoten mit hochstem Grad sein. Es ist dg,, (yo) = n — 1 und
A(Gp) = dg, (vo) = 2n — 1. Daher fiigt man zu dem Graphen weitere n Knoten
{w1,...,w,} und Kanten {w1yo,...,wyyo} hinzu. Sei G, der so entstandene Graph.
Dieser hat 4n — 1 Knoten. Dann bleibt x(G),) = 3, da die obige 3-Férbung ¢ fiir G,
durch c(w;) = 0 fur alle i = 1,...,n auf G), erweitert werden kann. Auferdem ist o
wegen dgr (yo) = 2n — 1 ein Knoten maximalen Grades und somit s,ws,...,w, eine
zuldssige Knotenreihenfolge. Fiir diese erzeugt DSATUR eine n + 1-Férbung.

e Wird hingegen die Auswahlregel so verschérft, dass DSATUR in jedem Schritt bei glei-
chem Séttigungsgrad den Knoten mit maximalem Grad wéhlt, so muss der Graph wie
folgt erweitert werden: Es werden n + 1 Knoten W,, = {w1,...,wp4+1} und 2n — 2
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Knoten U,, = {u1,...,u2,—2} hinzugefiigt. Dann werden Kanten E], = {yw; : (1,]) #
(n—1,n+1)} und E] = {zu; : j =1,...,2n — 1 — i} U {z,u,} hinzugefiigt. Der so
entstandene Graph G, hat 6n — 2 Knoten und obige Farbung ¢ kann durch c(w;) := 1,
c(u;) := 0 zu einer 3-Firbung fir G” erweitert werden. Des Weiteren wurden die Kan-
ten E] bzw. E!' gerade so gewahlt, dass jeder Knoten aus Y, bzw. Z,, den Grad 2n
hat. Es ldsst sich zeigen, dass s, w1, ..., Wpt1, U1, -- -, U2,—2 €ine fiir DSATUR giiltige
Knotenordnung ist. Daher erzeugt der Algorithmus wie oben eine n + 1-Firbung.

Somit ldsst sich eine Graphenfamilie G, mit O(n) Knoten finden, fir die DSATUR n + 1
Farben benétigt. Daher ist die Approximationsgiite des Algorithmus nicht besser als O(|V).

Auch der DSATUR-Algorithmus lésst sich durch bichromatisches Umfirben zu DSATURI
erweitern. Nach [KJ85, S. 415] hat DSATURI eine Laufzeit von O(|V||E|).

3.3.2 Exakte sequentielle Farbung

Auch wenn — falls P # NP ist — kein exakter polynomieller Algorithmus fiir Farbung existiert,
ist exakte Farbung oft wichtig. Im Folgenden sollen sequentielle Backtracking-Algorithmen
zur exakten Farbung von Graphen vorgestellt werden.

3.3.2.1 Einfacher rekursiver Algorithmus

Wegen x(G) < |V| geniigt es, fiir alle moglichen ¢ : V' — |V zu testen, ob ¢ eine Féarbung ist.
Alle Firbungen mit minimaler Farbanzahl sind optimal. In der Praxis geht es nun darum,
nur einen moglichst kleinen Teilraum des Suchraums (der Groke |V|IV1) zu durchsuchen, der
mit Sicherheit eine optimale Férbung enthilt. Es geht also darum, moglichst grofse Bereiche
des Suchraums moglichst friih auszuschliefsen.

Das algorithmische Vorgehen ist dabei folgendermafken: Die Knoten werden in einer Reihen-
folge v1, ..., v, durchlaufen. Ordne fiir jede partielle Farbung der Ordnung p und dem Knoten
vpt1 alle moglichen Farben s € |V| zu, so dass eine partielle Farbung der Ordnung p+ 1 ent-
steht. Verfahre mit allen diesen partiellen Fiarbungen der Ordnung p + 1 entsprechend. Auf
diese Art wird der Suchraum baumartig durchlaufen.

Nun gibt es offensichtliche Uberlegungen, wann bestimmte partielle Firbungen bzw. die von
diesen partiellen Farbungen ausgehenden Teile des Suchbaums nicht weiter untersucht werden
miissen:

e Aus einer partiellen Farbung der Ordnung p entsteht genau dann eine partielle Farbung
der Ordnung p+1, wenn v,11 eine Farbe zugeordnet wird, die noch kein Nachbarknoten
von vp41 hat.

e Sollte eine partielle Farbung bereits mindestens so viele Farben bendtigen, wie die
bisher beste gefundene Farbung, so kann in diesem Teil des Suchbaums keine bessere
Férbung existieren.

e Lemmal(3.3.13|besagt, dass es — von einer partiellen k-Farbung der Ordnung p ausgehend
— fiir vp41 geniigt, alle moglichen Farben aus k + 1 zu testen.

34



3.3 Algorithmen zur Knotenfdrbung

e Wurde zu Beginn eine untere Grenze (b fiir x(G) bestimmt (z.B. die Grofe einer maxi-
malen Clique), so kann der Algorithmus abbrechen, sobald eine Farbung mit [b Farben
gefunden wurde.

Das folgende Lemma ist anschaulich plausibel und wird daher in den Quellen nicht begriindet.
Da es fiir die meisten exakten Algorithmen jedoch wesentlich ist, soll es in dieser Arbeit formal
bewiesen werden.

Lemma 3.3.13. Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gibt es fiir jede Reihenfolge v1,..., v,
der Knoten eine optimale Firbung ¢ : V — x(G) mit ¢(v;) < max{c(vy),...,c(vi—1)} + 1.
Insbesondere ist c(v;) < i.

Beweis. Sei m = x(G) und ¢ : V +— m eine optimale Farbung fiir G. Wir zeigen, dass es
eine Permutation o : m — m gibt, so dass ¢ := o o ¢ die Behauptung erfiillt.

Man definiert fiir jede Permutation 7 : m — m
p(r) = max{k : Fiir ¢ < k gilt 7(c(v;)) < max{m(c(v1)),...,m(c(vi=1))} + 1}.
Dann wihle man diejenige Permutation o, fiir die p(o) maximal ist.

Falls p(o) = n ist, so erfiillt o die Behauptung.

Ansonsten sei k := p(o). Nun wird eine Permutation o’ mit p(o’) > k konstruiert. Da dieses
ein Widerspruch zur Wahl von ¢ ist, kann dieser Fall nicht eintreten.

Zur Konstruktion: Definiere M := max{c o ¢(v1),...,00c(vg)}.

o Konstruktion von ¢': Nach der Wahl von k ist M 4+ 1 < 0 o ¢(vk41), also o o ¢(vg41) >
M + 2. Da c eine optimale Farbung ist, ist ¢ surjektiv. Wegen der Surjektivitit von o
gibt es somit ein v; mit o o ¢(v;) = M + 1. Sei 7 die Transposition von o o ¢(vg41) und
o o ¢(v;). Definiere dann ¢’ := 7 0 0.

e Esist M = max{o'(c(v1)),...,0'(c(vg))}: Fiir i <k gilt c(v;) ¢ {c(v;), c(vg+1)}, denn
sonst ware
goc(v) € {ooc(v),o0c(vgr1)} = ooc(vi) > M,

was ein Widerspruch zur Wahl von M ist. Also gilt
Vi < k:o'(c(v)) =Too(c(vy)) = o(c(vy))
und insbesondere M = max{c’(c(v1)),...,0 (c(vg))}.

e Es ist p(o’) > k: Es gilt fur alle i < k

o' (c(vi)) = o(c(vi))
< max{o(c(v1)),...,0(c(vi—1))} +1
= max{o’(c(v1)),...,0" (c(vi—1))} + 1

und weiter
o' (c(vgy1)) = o(c(v)) = M + 1 = max{o’(c(v1)),...,0 (c(vg))} + 1.

Somit ist p(o’) > k+1 > k.

35



Kapitel 3 Graphenfirbung

Dieses ist wegen p(o’) > p(o) ein Widerspruch zur Wahl von o.

Sei nun ¢ eine optimale Férbung mit ¢(v;) < max{c(v1),...,c(vi—1)} + 1. Dann gilt ¢(vy) =
0 < 1 und induktiv

c(v;) <max{c(v1),...,c(vi-1)}+1<(i—1)+1=1.

O

Aus den obigen Uberlegungen folgt der in Algorithmus [4] dargestellte rekursive Prototyp des
sequentiellen Backtracking-Algorithmus.

Satz 3.3.14. Der Algorithmus Recursive-Seq-Color erzeugt eine exakte Farbung in O(|V|!).

Beweis. Der Algorithmus durchsucht alle méglichen Abbildungen und wihlt die beste Far-
bung aus. Dabei werden nur Abbildungen ausgeschlossen, von denen die bereits gefithrten
Uberlegungen sichergestellt haben, dass sie keine optimale Firbung sein kénnen. Insofern
befindet sich unter den durchsuchten Abbildungen eine optimale Farbung, diese findet der
Algorithmus. Da insgesamt maximal die |V|! verschiedenen Abbildungen ¢ : V' — Ny mit
c(v;) € i untersucht werden, wird der Funktionskérper von rekColor maximal |V|! mal durch-
laufen. Somit folgt eine Komplexitéit von O(|V]!). O

3.3.2.2 Verfeinerung der Sequentiellen Farbung

Brown stellte 1972 in [Bro72] einen zu Recursive-Seq-Color dhnlichen, iterativen Algorithmus
vor. Dieser funktioniert folgendermafen: Ausgehend von einer Ordnung der Knoten von G
werden abwechselnd Vorwérts- und Riickwértsoperationen durchgefiihrt.

In den Vorwirtsoperationen werden der Reihe nach die Knoten gefdarbt, bis entweder alle
Knoten gefiarbt sind oder fiir einen Knoten keine Farbung mdglich ist. Falls alle Knoten
gefirbt sind, so versucht der Algorithmus im Folgenden eine Férbung mit weniger Farben zu
finden. Daher kann es auch eintreten, dass ein Knoten nicht gefarbt werden kann.

In der Riickwértsoperation wird der letzte Knoten gesucht, der mit einer anderen Farbe
gefdrbt werden kann. Von diesem Knoten aus wird wieder die Vorwirtsoperation begonnen.
Wird irgendwann der erste Knoten in der Riickwirtsoperation erreicht, so terminiert der
Algorithmus, da eine Umfirbung des ersten Knotens keine bessere Farbung ermoglicht.

Der originale Algorithmus von Brown wurde in den folgenden Jahren weiter verbessert. Eine
erste Verbesserung lieferte Brown in [Bro72) selbst. Weitere (fehlerhafte) Algorithmen kamen
1975 von Christofides in [Chr75] und 1979 von Brelaz in [Bré79|. Der letzte Algorithmus wurde
1983 von Peemboller in [Pee83| korrigiert. Eine allgemeine Darstellung und Zusammenfassung
der entwickelten Algorithmen gaben Kubale und Jackowski in [KJ85|. Diese Darstellung
entspricht Algorithmus [f

In dieser allgemeinen Darstellung wurden gegeniiber Browns Algorithmus sowohl die Vor-
wartsoperation als auch die Riickwértsoperation weiter verbessert. Dabei ist [b eine untere
und ub eine obere Grenze fiir den chromatischen Index und r der grofkte Wert, so dass die
Knoten vy, ...,v,—1 mit Farben aus ub — 1 gefarbt werden kénnen.
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Algorithmus 4 : Recursive-Seq-Color
Exakte rekursive sequentielle Farbung

BOWw N =

[= B

Parameter : G: Ein Graph G = (V, E) als Adjazenzliste.
Riickgabewert : Eine exakte Farbung fiir den Graphen G.
Komplexitit : O(|V]!).

Funktion Recursive-Seq-Color(G: Graph)

c:Vi—NoU{oo}; // Abbildung fiir die Férbung
opt := beliebige Farbung fiir G ; // Bisher beste gefundene Férbung
[b := untere Grenze fir x(G) ; // Z.B. eine maximale Clique
rekColor(V);
return c;

end

Globale Variablen : c: partielle Farbung
opt: bisher beste gefundene Farbung
[b: untere Grenze fir x(G)
Parameter : V,.: Menge der noch nicht gefdrbten Knoten

8 Funktion rekColor(V,: Knotenmenge)

10
11
12
13

14
15
16
17

18

if |opt| > [b then // Die bisher beste Firbung muss nicht optimal sein
if V, = () then opt := c; // Alle Knoten gefidrbt
else
Wihle v € V;;

q := Anzahl der verwendeten Farbe der partiellen Farbung c;
// Generiere rekursiv alle aufbauenden partiellen Farbungen
foreach s € (¢+ 1) N (Jopt| — 1) \ Ne(v) do

c(v) :=s;
r?k)Color(Vr \ {v});

end
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Algorithmus 5 : Iterative-Seq-Color
Exakte iterative sequentielle Farbung
Parameter : G: Ein Graph G = (V| E) als Adjazenuliste.
Riickgabewert : Eine exakte Féarbung fiir den Graphen G.
Komplexitit : O((v(|V]) +r(|V])) - [V|)), falls forward € O(v(|V])) und
backward € O(r(|V])).

1 Funktion Iterative-Seq-Color(G: Graph)

2 r:=1; // Index des zu fdarbenden Knotens
3 c:{1,...,n} — Ny ; // Aktueller partieller Schedule
4 opt : {1,...,n} — Ny ; // Der bisher beste Schedule
5 cp:=0; // Menge der Current Predecessors von vy
6 fori:=1,...,ndo fe;:=0; // fc, ist Menge der fiir v; zuldssigen Farben
7 b := untere Grenze fiir die Farbanzahl;

8 ub := obere Grenze fiir die Farbanzahl + 1;

9 Wihle Knotenreihenfolge vy, ..., vp;
10 while true do
11 r = forward(r);
12 if ub = [b then return c; // Optimale Férbung wurde gefunden
13 r := backward(r);
14 if » <1 then return c ; // Beim ersten Knoten angelangt
15 end

16 Funktion forward(r: Integer)

17 fori:=r,...,ndo

18 Evtl: Bestimme neue Ordnung v;, ..., Un;

19 Bestimme fc; ; // Menge der méglichen Farben fir v;
20 if fc; = 0 then return i ; // v; kann nicht gefdrbt werden
21 c(v;) = min(fe;) ; // Férbe v; mit der kleinstmdglichen Farbe

// Die aktuelle Férbung c ist vollsténdig und die bisher beste
22 opt :=c;
23 ub = |opt|;

// Versuche den letzten Knoten hdchster Farbe umzufirben

24 return min{i : c(v;) = ub — 1};

25 end

26 Funktion backward(r: Integer)

27 bestimme die Menge cp der moglichen Vorgénger;

28 while c¢p # () do

29 i := max(cp) ; // Versuche, den letztmdglichen Vorginger umzufdrben
30 cp = cp\ {i};

31 Evtl: Modifiziere cp;

32 fe; = fe; \ {c(vi)} // Firbungen mit Farbe c(v;) schon analysiert
33 if fc; # () then return i ; // v; kann umgefdrbt werden
34 return 0;

35 end
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In der Vorwirtsoperation wird den Knoten v;, i = r,r + 1,...,n sukzessive die Menge fc;
(feasible colors) der moglichen Farben fiir v; zugeordnet und v; mit der kleinsten méglichen
Farbe gefarbt. Diese Operation wird beendet, wenn ein Knoten nicht mehr gefarbt werden
kann (da fe; = 0) oder wenn der letzte Knoten gefirbt wurde (i = n).

Falls fc; = 0, so wird r := i gesetzt, da die Knoten vy, ...,v;—1 mit Farben aus ub — 1 farbbar
sind.

Falls der letzte Knoten gefarbt wurde, so wurde eine Farbung mit weniger als ub Farben
gefunden. Diese ist die aktuelle beste Farbung und der Wert fiir ub kann verringert werden.
Ist ub = Ib, so ist der Algorithmus beendet. Ansonsten wird anschliefend ebenfalls der Wert
fiir r angepasst, d.h. es wird der erste Knoten (z.B. v;) mit der héchsten Farbe ub— 1 gesucht
und 7 := [ gesetzt, da die Knoten vy, ...,v;_1 mit Farben aus ub — 2 farbbar sind.

Somit ist sichergestellt, dass nach der Vorwértsoperation r so gewdhlt ist, dass vy,...,v,-1
den Farben aus ub — 1 gefirbt werden kénnen, v,. jedoch nicht mehr.

In der Riickwértsoperation sei ¢p (Abkiirzung fiir Current Predecessors) die Menge der Kno-
ten aus vy, ..., v,—1, deren Umfiarbung einen Einfluss auf die Farbung von v,, v,41,... haben
kann. Der Algorithmus sucht den groften solchen Knoten v;. Ist dieses vy, so ist der Algo-
rithmus beendet, da ein Umférben von vy keine bessere Farbung ermoglicht.

Da mit der bestehenden partiellen Farbung c(v1),...,c(vi_1),c(v;) keine bessere Farbung
moglich ist, wird die aktuelle Farbe c¢(v;) aus der Menge der moglichen Farben fe; von v
entfernt. Anschliefend wird r := [ gesetzt. Dadurch wird im folgenden Vorwértsschritt mit
einer neuen Farbe fiir v; begonnen.

Die expliziten Realisierungen unterscheiden sich nun in der konkreten Implementierung der
folgenden Bldcke:

1. Die Initialisierung in den Zeilen [7] bis [9]

2. Die Neuordnung der Knoten in Zeile

3. Die Bestimmung der mdglichen Farben fe; in Zeile [19]

4. Die Bestimmung und Verdnderung der Menge cp in Zeile 27 bzw. Zeile 1]

Erst nach einer konkreten Implementierung fiir Blécke 14sst sich die Korrektheit beweisen und
die Komplexitit bestimmen. Zur Komplexitéit des Algorithmus folgt jedoch nach [KJ85]:

Satz 3.3.15. Die Komplezitit der Vorwarts- und Rickwdrtsoperation seien Polynome v(|V])
bzw. r(|V]). Dann hat der Algorithmus Iterative-Seq-Color (vgl. Algorithmus[5]) eine Komple-
zitdt von O((v(|V]) +r(|V])) - V).

Beweis. Es wird vorausgesetzt, dass der Algorithmus die in Lemma [3.3.13] nachgewiesene
Eigenschaft nutzt. Dann miissen maximal |V|! verschiedenen Abbildungen ¢ : V +— Ny mit

c(v;) € i auf eine exakte Farbung untersucht werden. Dementsprechend wird die Schleife von
Zeile |10| bis Zeile |14 maximal |V |! mal durchlaufen. O
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Im Folgenden werden die verschiedenen Implementierungen vorgestellt.

Browns Algorithmus

Es wird der von Brown in [Bro72| vorgestellte Algorithmus betrachtet. Viele Feinheiten (z.B.
das Uberspringen von Knoten in der Riickwirtsoperation oder das dynamische Umordnen
der Knoten) sind in diesem Algorithmus noch nicht entwickelt.

1. Die Knoten werden nach der Greedy-Largest-First-Methode sortiert. Es wird ib = 1
und ub = |V| gesetzt.

2. Die zu Beginn gewahlte Ordnung ist statisch und bleibt erhalten.

3. Sei ¢ die bisher berechnete partielle Férbung der Ordnung p —1 und g = |¢| die Anzahl
der von ¢ verwendeten Farben. Dann ist

fei = (g+1) N (ub—=1)\ Ne(vi).

4. Es wird ep ={1,...,r — 1} gewéhlt.

Die Berechnung eines fc; benétigt d(v;) Schritte, innerhalb einer Vorwértsoperation also ma-
ximal 2|E| Schritte und eventuell weitere O(|V]) Operationen, um die neue, bessere Farbung
zu speichern. Somit ergibt sich fiir die Vorwértsoperation eine Komplexitit von O(|V|+ |E|).
Der triviale Riickwartsschritt erfolgt in konstanter Zeit. Daher hat der Algorithmus nach

Satz [3.3.15] eine Komplexitiat von O((|V| + |E|) - |V|!)

Browns Algorithmus mit Look-Ahead

Brown zeigte bereits selbst in [Bro72| eine mogliche Verbesserung seines Algorithmus, indem
er einen Look-Ahead-Mechanismus zur Verbesserung der Vorwirtsoperation einfiihrte. Die
Schritte [T} [2] und [] bleiben wie in Browns Algorithmus. In Schritt [3] wird ein Look-Ahead-
Mechanismus eingebracht: Im einfachen Algorithmus von Brown sind alle Farben (¢4 1) N
(ub — 1) zuléssig, die noch kein zu v; benachbarter Knoten hat, d.h. die nicht in Ne(v;) sind.
Der Look-Ahead-Mechanismus besagt nun: Existiert ein noch nicht gefdrbter Knoten v; mit
j > i, der nur mit einer Farbe s gefarbt werden kann, so ist s keine zuléssige Farbe fiir v;, da
dann v; nicht mehr gefdrbt werden konnte. Fiir die Menge pc; der fiir v; unzuldssigen Farben
ergibt sich

pci := Ne(v) U {s : Ju; € N(v;) mit j > 4, welches nur mit s gefirbt werden kann}
und somit ist fe; = (¢ + 1) N (ub — 1) \ pc;.
Die Vorwirtsoperation hat auch mit Look-Ahead-Mechanismus eine Komplexitit von O(|V|+
|E|), jedoch ist die Laufzeit auf Grund eines groferen multiplikativen Faktors langer. Dafiir

werden weniger Riickwirtsoperation benotigt. Fiir den gesamten Algorithmus verbleibt die
Laufzeit bei O((|V| + |E]) - [V]!)
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Christofides Algorithmus

Christofides stellte in [Chr75] eine Idee zur Verbesserung der Riickwértsoperation des Algo-
rithmus von Brown vor. Sein Algorithmus ist jedoch fehlerhaft, so dass hier die korrigierte
Version aus [KJ85| vorgestellt wird.

Die Schritte [T}, 2] und [3] bleiben wie in Browns Algorithmus. Fiir eine gegebene Ordnung
v1,...,v, der Knoten ist ein monotoner Weg von v, nach v; ein Weg (vy,v;,,...,v;_,,0))
sodass r <ip < ...< i1 < jist. Zu jedem Knoten v, ist die Vorgingermenge p, definiert
durch

pr := {v; : Es gibt einen monotonen Weg von v; nach v, }.

Dann wird die Menge cp in Zeile |27] bestimmt durch cp := cp U p,..

Die Vorgangermengen p, lassen sich nach Wahl einer Knotenordnung berechnen und mis-
sen im weiteren Verlauf nicht modifiziert werden. Zur Berechnung betrachte man den zu G
knotengleichen gerichteten Graphen G’, in dem jede ungerichtete Kante {v;,v;} € Eg durch
die gerichtete Kante (v;,v;) mit i < j ersetzt wird. Sei H die transitive Hiille von G’.* Dann
ist

pr = {v; : (vj,v;) € En}.
Somit kann die Riickwértsoperation in O(|V]) implementiert werden.

Da die Vorwértsoperation eine Laufzeit von O(|V|+|E|) hat, ist die Laufzeit des Algorithmus
wie schon bei den vorherigen Algorithmen O((|V]+ |E]) - [V]!).

Brelaz Algorithmus
Brelaz stellte 1979 in [Bré79] einen fehlerhaften Algorithmus vor, der 1983 in [Pee83| von
Peemoller korrigiert wurde. Im Wesentlichen verbesserte Brelaz die Initialisierung sowie die
Riickwértsoperation.

In der Initialisierung in Schritt [If wird eine heuristische Férbung ¢ mittels DSATUR oder
DSATURI mit Umfirben gesucht. Die Knotenordnung dieser heuristischen Farbung wird
dann fiir den exakten Farbungsalgorithmus als statische Knotenordnung verwendet. Die ers-
ten Knoten IC := {v1,...,v,} induzieren eine initiale Clique. Aukerdem wird ub := ||
definiert.

Die Schritte 2] und [3] bleiben wie bei Browns Algorithmus.

Die Riickwirtsoperation in Schritt 4] wird durch eine dynamische Verdnderung der Menge cp
in Zeile B1] verbessert.

Sei ¢ eine partielle Farbung der Ordnung p — 1. Dann sei M, = N(v,) N {v1,...,vp—1} die
Menge der zu v, benachbarten Knoten mit kleinerem Index. Zu jeder Farbe s € Ne(v,) gibt
es nun eine nicht-leere Farbklassen M,, s = M, Nc¢~1(s). Fiir jede dieser Farbklassen M, 5 sei
rs = min(Mp, s). Die Menge der Représentanten von M, ist dann

R, :={rs:s € Nc(vp,)} \ IC.

“Diese lisst sich z.B. mit dem Algorithmus von Floyd-Warschall in O(|V[*) bestimmen. Alternativ gibt es
effizientere Algorithmen (z.B. [Sch83])) mit einer Komplexitit von O(|V||E|+|V|+|E|) und weit besseren
praktischen Laufzeiteigenschaften.
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In Zeile wird nun cp := ¢p U R, definiert. Wahrend der Riickwértsoperation in Zeile
wird c¢p = cpU R; gesetzt. Dann kann die Riickwértsoperation in O(|V|+ |E|) implementiert
werden, der gesamte Algorithmus hat also eine Laufzeit von O((|V] + |E|) - |V ]!).

3.3.3 Graphenfarbung mittels unabhingigen Mengen

Die Graphenfarbung mittels unabhéngiger Mengen soll in diesem Kapitel nur skizziert wer-
den. Insbesondere wird auf formale Beweise verzichtet.

Definition 3.3.16 (unabhingige Menge, maximal unabhéngige Menge). Sei G = (V, E)
ein Graph. Eine Menge W C V heiffit unabhiingig in G, wenn keine zwei Knoten aus W
benachbart sind.

FEine unabhingige Menge W heifit maximal, wenn fir alle unabhdingigen Mengen W' mit
W W' gilt: W=W".

Eine Menge W ist also genau dann maximal unabhéngig, wenn jeder Knoten v ¢ W zu
einem Knoten w € W benachbart ist. Man beachte aber, dass es sehr wohl zwei maximal
unabhingige Mengen unterschiedlicher M#chtigkeit geben kann.

Nun kann man einen Graphen firben, indem man fiir die Knotenmenge V' eine Uberdeckung
(Vs)ses findet. Anschliefsend konnen alle Knoten einer Menge V; mit derselben Farbe gefarbt
werden. Liegt ein Knoten v in verschiedenen Mengen Vi, so kann er mit einer beliebigen
solchen Farbe gefarbt werden.

Ein einfacher, auf unabhingigen Mengen basierender heuristischer Farbungsalgorithmus ist
der in Algorithmus [6] dargestellte Algorithmus Greedy-1S-Color. In jedem Schritt sucht die-
ser eine maximal unabhingige Menge und fiarbt alle Knoten mit der aktuellen Farbe. An-
schliefend werden die gefarbten Knoten entfernt und der Algorithmus auf den Restgraphen
angewandt.

Offenbar hingt die genaue Laufzeit und Giite des in Algorithmus[6]dargestellten Algorithmus
Greedy-IS-Color von der Erzeugung der unabhiingigen Menge ab. Ahnlich zur sequentiellen
Féarbung gibt es hier viele unterschiedliche Heuristiken.

Ein einfacher Algorithmus fiir das Finden einer maximal unabhingigen Menge ist der in
Algorithmus [7] dargestellte Algorithmus Greedy-MaxIS. Auch dort gibt es unterschiedliche
Mboglichkeiten zur Wahl des Knotens in Zeile

Johnson schlug 1974 in [Joh74] vor, zur Auswahl der unabhéngigen Menge im Algorithmus
Greedy-1S-Color den Algorithmus Greedy-MaxIS zu verwenden, wobei in Zeile |5/ der Knoten v
gewihlt wird, dessen Grad in G[U] minimal ist. Dieser Algorithmus heiftt Johnson-Color.

Nach [Wig83] kann Johnson-Color in O(|V|?) implementiert werden und erzeugt fiir nicht-

triviale Graphen eine Farbung mit maximal 3 | Farben. Somit ist seine Approxima-

log, () IV
tionsgiite
BV 3V

= logy ) [V] T logy [V
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Algorithmus 6 : Greedy-1S-Color
Farbung eines Graphen mit unabhéngigen Mengen

C O N o oW =

-
o

=
N e

Parameter : G: Ein Graph G = (V, E) als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste.
Riickgabewert : Eine heuristische Farbung fiir den Graphen G.
Komplexitit : Wird Greedy-MaxIS zum Finden der unabhingigen Menge verwendet:
O(|V|?), wenn der Graph als Adjazenzliste vorliegt,
O(|V]?), wenn der Graph als Adjazenzmatrix vorliegt.

Funktion Greedy-IS-Color(G: Graph)

c: Vi NyU{oo}; // Farbungsabbildung als Array
foreach v € V do ¢(v) := 00 ; // Zu Beginn ist jeder Knoten ungefdrbt
1:=0; // Farbe der aktuellen unabhingigen Menge
U=V; // Noch nicht geférbte Knoten
while U # () do // es sind noch nicht alle Knoten gefdrbt
W := unabhéngige Menge in G[U];
foreach v € W do ¢(v) :==1i ; // Firbe alle Knoten aus W
U=U\W: // Die Knoten von W sind nun gefdrbt
=14+ 1; // Wahle Farbe fiir weitere Knoten
return c;
end

Algorithmus 7 : Greedy-MaxIS
Finden einer maximal unabhéngigen Menge

N O Ok W =

©c @

Parameter : G: Ein Graph G = (V, E) als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste.
Riickgabewert : Eine maximal unabhingige Menge des Graphen G.
Komplexitit : O(|V]), falls der Graph als Adjazenzliste vorliegt,

O(|V]?), falls der Graph als Adjazenzmatrix vorliegt.

Funktion Greedy-MaxIS(G: Graph)

W:=10; // Knoten der unabhingigen Menge
U=V; // Mogliche zu W hinzufiigbare Knoten
while U # () do // W ist noch nicht maximal unabhingig
Wiéhle v € U,
W =W U {v};
U:=U\ ({v}UN(©)) ; // v und N(v) nicht mehr zu W hinzufiigbar
return W;
end

43



Kapitel 3 Graphenfirbung

3.3.4 Graphenfirbung mit linearer Programmierung
3.3.4.1 Grundlagen der linearen Programmierung

Lineare Programmierung ist ein wesentliches Hilfsmittel bei vielen Optimierungsproblemen.
Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber die Grundziige der linearen Programmierung
gegeben werden. Nihere Informationen und Beweise finden sich in Lehrbiichern zur linearen
Optimierung, z.B. in [IC94].

Definition 3.3.17 (Lineares Programm (LP)). Seien m,n € N, b € R™, ¢ € R" (aufgefasst
als Spaltenvektoren) und A € R™ ™. Ein lineares Programm (LP) in kanonischer Form ist

ein Problem der Form -
Mazimiere ¢’ x

mit Bedingungen Ax < b, (3.1)
x> 0.

Dabei sind Ungleichungen fiir Vektoren komponentenweise zu lesen.
Definition 3.3.18. Fiir LPs gelten folgende Bezeichnungen:

o Fin LP heiffit zuldssig, wenn es ein x € R™ gibt, welches die Bedingungen Ax < b,
x > 0 erfillt. Ist ein LP nicht zuldssig, so heifit es unzuléssig.

e Ein LP heifit beschrinkt, wenn die Zielfunktion ¢'x beschrinkt ist, ansonsten heifit
das LP unbeschrankt.

Andere Formen von Optimierungsproblemen sind dquivalent zur kanonischen Form. Zum Bei-
spiel lassen sich durch die Einfiilhrung von Schlupfvariablen die Bedingungen als Gleichun-
gen formulieren, durch Negation der Komponenten von ¢ entsteht ein Minimierungsproblem.
Stellt man zusdtzlich die Bedingung, dass x € Z" ist, so bezeichnet man das LP auch als
ganzzahliges lineares Programm (ILP).

Definition 3.3.19 (Duales Optimierungsproblem). Sei ein lineares Optimierungsproblem P
(primales Problem) in der Form von (3.1) gegeben. Das zu P duale Problem D ist

Minimiere b'y
mit Bedingungen Ay > c,
y = 0.

Satz 3.3.20 (Starker Dualitédtssatz, von Neumann (1947)). Fir ein primales Problem P und
das zu P gehdrige duale Problem D gilt genau eine der folgenden vier Eigenschaften.

e Sowohl P als auch D sind zuldssig und die optimalen Werte stimmen tberein, d.h. es
gilt
max{c'z: Az < b,z >0} =min{b y: ATy > ¢,y > 0}. (3.2)
e P ist unzuldssig und D ist unbeschrinkt.

o P ist unbeschrankt und D ist unzuldssig.

e Sowohl P als auch D ist zuldssig.
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3.3.4.2 Konstruktion des linearen Programms zur Graphenfirbung

Die Techniken dieses Unterkapitels stammen aus [MT96] und werden hier nur kurz zusam-
mengefasst. Fiir eine ausfithrlichere Arbeit {iber das Thema Graphenfarbung mittels linearer
Programmierung siche [Tom05].

Sei S die Menge aller maximal unabhiingigen Mengen in G = (V, F). Nach den Uberlegungen
aus Abschnitt ergibt sich eine Farbung unmittelbar aus einer Uberdeckung 7 von V mit
unabhéngigen Mengen. Die Méchtigkeit von 7 entspricht dann der Anzahl der benétigten
Farben. Fiir jedes s € S gebe es eine bindre Variable g, die besagt, ob die Menge s in der
Uberdeckung enthalten ist (zs = 1) oder nicht (zs = 0).

Nun ist folgendes Minimierungsproblem (UM) zu 16sen:

Minimiere Z T
sES
mit Bedingungen Yv € V : Z xs > 1,
SESWES

Vse S:xs e {0,1}.

Die Zielfunktion berechnet die Michtigkeit der Uberdeckung, zihlt also die Anzahl der be-
nétigten Farben. Die erste Bedingung stellt sicher, dass jeder Knoten v in einer Menge s € T
enthalten ist, also dass 7 tatsichlich eine Uberdeckung ist. Die zweite Bedingung ist trivial
und besagt, dass jede Menge entweder in der Uberdeckung enthalten ist oder nicht.

Hat man nun das Optimierungsproblem UM geldst, so hat man eine Uberdeckung 7 der
Knotenmenge mit einer minimalen Anzahl an Mengen. Anschliefsend erh&lt man eine optimale
Farbung, indem man jedem Knoten v € V die eindeutige Farbe irgendeines s mit v € s
zuweist.

Die Reduzierung auf maximal unabhéngige Mengen stellt kein Problem da. Dadurch wird die
Anzahl der benétigten Variablen drastisch reduziert, und jede Uberdeckung 7 der Knoten
V' mit unabhingigen Mengen l&sst sich durch Hinzufiigen von Knoten zu den unabhéngi-
gen Mengen ¢t € 7 in eine Uberdeckung mit gleich vielen maximal unabhingigen Mengen
umwandeln.

3.3.4.3 Losung durch Spaltengenerierung

Da es jedoch immer noch sehr viele maximal unabhéngige Mengen gibt, besitzt das Mini-
mierungsproblem (UM) eine sehr grofe Menge an Variablen, so dass eine direkte Losung
praktisch nicht moglich ist. Dieses Problem wird mittels Spaltengenerierungs-Ansatz gelost.
Das bedeutet, dass man mit einer Teilmenge der Variablen arbeitet und bei Bedarf — d.h.
falls die Losung auf der Teilmenge der Variablen keine global optimale Losung ist — neue
Variablen generiert.

Das Hauptproblem besteht darin, eine Regel festzulegen, wann neue Variablen generiert wer-
den miissen. Dieses sollte so selten wie moglich der Fall sein, da nach jeder Variablenbelegung
ein neues ILP geldst werden muss, also Rechenzeit benétigt wird. Eine weitere Schwierigkeit
besteht darin, dass fiir die Spaltengenerierung duale Variablen benotigt werden. Wahrend
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dieses bei gewShnlichen LPs kein Problem ist, ist die Generierung dualer Variablen bei gleich-
zeitiger Erhaltung der Ganzzahligkeit schwierig.

Fiir diesen Fall wird der folgende Algorithmus verwendet:

1. UM ist ein ganzzahliges lineares Programm. Um die fiir die Spaltengenerierung notwen-
digen dualen Variablen zu erhalten, wird zunéchst die zu UM gehérige Relaxation UMR
betrachtet. Bei der Relaxation eines ILPs wird die Forderung nach der Ganzzahligkeit
(hier s € {0,1}) der Variablen durch die Forderung nach nicht-Negativitat (zs > 0)
ersetzt. Die Relaxation UMR ist

Minimiere Z T
seES
mit Bedingungen Yv € V : Z Ts > 1,
seSveEs
Vse S:xs>0.

2. Begonnen wird mit einer Menge S C S unabhiingiger Mengen.

3. Dann betrachtet man UMR iiber der Menge S anstelle von S. Dieses gibt eine Losung
fiir UMR und fiir jede Bedingung in UMR eine duale Variable .

4. Zur Uberpriifung, ob die Menge S erweitert werden muss, wird nun iiber den dualen
Variablen m,, v € V das ganzzahlige lineare Programm GUM

Maximiere Z Ty 2o
veV
mit Bedingungen V{v,w} € E : z, + 2, < 1,
YoeV:z €{0,1}

fiir gewichtete unabhingige Mengen geldst.

5. Ist das Maximum der Zielfunktion grofer als 1, dann entspricht jedes z, mit Wert 1
einer zu S hinzuzufiigenden Menge. In diesem Fall muss UMR erneut iiber der neuen
Menge S geldst werden und der Algorithmus ab Schritt |3| wiederholt werden.

Ansonsten werden keine weiteren Variablengenerierungen mehr benétigt, d.h. das Op-
timum von UMR iiber S ist auch das Optimum von UMR iiber der Menge S aller
unabhingigen Mengen.

Es gibt zwei wesentliche Schwierigkeiten in diesem Algorithmus:

e Da Problem GUM ist wieder ein ganzzahliges lineares Programm — wenn auch mit
weniger Variablen — und als solches schwierig. Da es jedoch fiir jede Generierung neuer
Variablen gelost werden muss, werden effiziente Techniken benotigt.

e Zum Schluss des Algorithmus hat man eine optimale Losung fiir die lineare Relaxation
UMR. In der Regel werden die Variablen jedoch nicht ganzzahlig sein. Daher ist es
notwendig, die Ganzzahligkeit der Lésung zu sichern.

Auf die genauen Losungen dieser Probleme soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden.
Diese sind im Detail in [MT96] beschrieben.
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3.3.5 Vor- und Nachbereitung des Graphen zur Firbung

Als weitere Optimierung kann der Graph vor der Farbung prapariert werden. So ist es mog-
lich, Knoten zu entfernen, die auf jeden Fall gefirbt werden kénnen. Die folgenden Vorschlige
stammen aus [Tom05 Kapitel 3.3].

e Wurde eine untere Schranke [b fiir den chromatischen Index x(G) gefunden, so kénnen
alle Knoten v mit d(v) < [b entfernt werden, da diese im Nachhinein sicher mit einer
Farbe aus b\ Nc(v) gefirbt werden konnen.

e Sind v, w Knoten mit N(w) C N(v) (insbesondere sind v und w nicht benachbart),
so wird der Knoten w von dem Knoten v dominiert und kann entfernt werden. Zum
Schluss kann w in jedem Fall mit derselben Farbe wie v gefirbt werden.

Diese Schritte lassen sich gegebenenfalls mehrfach wiederholen. Wurden in einem Schritt die
Knoten W aus dem Graphen G = (V, E) entfernt, so kénnen obige Uberlegungen rekursiv
auf G[V \ W] angewandt werden.

Nach der Féarbung des durch die Funktion Precolor (siche Algorithmus [§]) entstandenen Gra-
phen H miissen die entfernten Knoten geférbt werden. Dieses geschieht, indem die Knoten
sequentiell in umgekehrter Reihenfolge des Entfernens gefirbt und zu dem Graphen hinzu-
gefiigt werden. Dabei muss nach obigen Uberlegungen niemals eine neue Farbe eingefiigt
werden.

Es kann sogar passieren, dass der Graph nach der Vorbereitung leer ist. Dann ist b = x(G)
gewesen und L enthilt die Knoten in einer Reihenfolge, so dass die sequentielle Farbung
exakt ist. Jedoch fiihrt nicht immer, wenn (b = x(G) ist, die Vorbereitung zu einem leeren
Graphen.

3.4 Algorithmen zur Kantenfdarbung

In diesem Kapitel werden Algorithmen und Ergebnisse zur Kantenfarbung dargestellt. Da
fiir unsere Anwendungszwecke der Kantenfarbung Multigraphen notwendig sind, werden in
diesem Kapitel im Wesentlichen Multigraphen betrachtet.

3.4.1 Einfache Greedy-Farbungsalgorithmen

Der Algorithmus Greedy-Seq-Edgecolor entspricht dem in Algorithmus |1| dargestellten Algo-
rithmus Greedy-Seq-Color zur Knotenféarbung. Nacheinander wird jeder Kante die kleinstmog-
liche Farbe zugeordnet.

Satz 3.4.1. Zu einem Multigraphen G = (V, E, f) erzeugt der in Algorithmus @ angegebene
Algorithmus Greedy-Seq-Edgecolor eine Kantenfarbung mit mazimal 2A(G)—1 Farben. Erfolgt
das Auswahlen der Kante in Zeile 4] in konstanter Zeit, so betrigt die Laufzeit O(|E|A(G)).
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Algorithmus 8 : Coloring-Preperation
Vor- und Nachbearbeitung eines Graphen zur Farbung

[« S N U

x®

10
11
12
13
14
15

16
17
18
19
20

21
22
23

24
25
26
27

28

Parameter : G: Ein Graph G = (V, E) als Adjazenzliste.
Daten : color: Eine Funktion zur Graphenfirbung.
Riickgabewert : Eine Féarbung fiir den Graphen G.
Komplexitiit : O(|V|?) + O(color).

Funktion Coloring-Preperation(G: Graph)

(H, L) := Precolor(G) ; // Entferne sicher zu férbende Knoten
Erzeuge Férbung c fiir den Graphen H mit der Funktion color;
Postcolor(H, L) ; // Féarbe die entfernten Knoten
return c;

end

Komplexitiit : O(|V|?).
Funktion Precolor(G: Graph)

L=0; // Liste zum Speichern der entfernten Knoten
H:=G; // Graph, aus dem Knoten entfernt werden
Ib := untere Schranke fiir x(G);
repeat // Solange, bis kein Knoten mehr entfernt wurde
n:= |Vul;
foreach v € Vg mit dy(v) <lbdo // Entferne alle Knoten mit dpy(v) <Ib
H:=H —v;
L:=LU{v};
foreach v € Vg do // Entferne alle dominierten Knoten
foreach w € Vi \ {v} do
if Ng(w) C Ng(v) then // Knoten w wird durch v dominiert
H:=H —w;
L L:=LU{w};
until n = |V |;
return (H, L);

end

Komplexitit : O(|V] + |E|).
Funktion Postcolor(H: Graph, L: Liste)

foreach v € L do // In umgekehrter Reihenfolge des Einfiigens in L
c(v) := min(Ny \ Neg (v));
H = G[Vg U{v}];
end
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Algorithmus 9 : Greedy-Seq-Edgecolor

Sequentielle Kantenfdrbung eines Multigraphen
Parameter : G: Ein Multigraph G = (V, E, f) als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste.
Riickgabewert : Eine heuristische Kantenfarbung fiir den Multigraphen G.
Komplexitit : O(|E|A(G)).

1 Funktion Greedy-Seq-Edgecolor(G: Graph)

2 c: Ew— NU{oo} ; // Férbungsabbildung als Array
3 foreach e € F do c(e) := 0 ; // Zu Beginn ist jede Kante ungefirbt
4 foreach e € E' do

5 L c(e) := kleinstmdgliche Farbe, die keine zu e adjazente Kante hat;

6 return c;

7 end

Beweis. Die Korrektheit sieht man analog zur Korrektheit der sequentiellen Knotenfarbung
(siehe Satz [3.3.3)). Soll nun eine Kante e = vw gefiirbt werden, so sind sowohl v als auch w zu
maximal A(G) — 1 weiteren Kanten inzident, also ist e zu maximal 2A — 2 Kanten adjazent.
Daher kann e mit einer der Farben {0,...,2A(G) — 2} gefirbt werden.

Nun werden |E| Kanten jeweils in O(A(G)) gefirbt. Somit folgt die Gesamtkomplexitit. [

Um einen zu Greedy-IS-Color (vgl. Algorithmus [6)) analogen Algorithmus zur Kantenfirbung
zu definieren, wird der Begriff des Matchings bendtigt. Ein Matching fiir Kanten entspricht
einer unabhéngigen Menge fiir Knoten.

Definition 3.4.2 (Matching, maximales Matching). Sei G = (V, E, f) ein Multigraph. Eine
Menge F C E heifst Matching von G, wenn keine zwei Kanten aus F' adjazent sind.

Ein Matching F von G heifit maximal, wenn fir alle Matchings F' mit F C F’ gilt: F = F'.

Mit dieser Definition ldsst sich nun der dem Algorithmus Greedy-1S-Color entsprechende Kan-
tenfarbungsalgorithmus beschreiben.

Seien My, ..., My_1 Matchings des Multigraphen G = (V, E, f), so dass (M;);ci, eine Uber-
deckung von FE ist, d.h. dass jede Kante in mindestens einem Matching liegt. Dann ldsst
sich eine Kantenfarbung von G definieren, indem jeder Kante aus M; die Farbe j zugewiesen
wird. Ist eine Kante in mehreren Matchings enthalten, so wird ihr irgendeine dieser Farben
zugewiesen. Die so definierte Kantenfarbung verwendet maximal k£ Farben. Umgekehrt defi-
niert eine Kantenfirbung ¢ : E — k gerade eine (disjunkte) Uberdeckung (¢™1(j));ex von E
mit Matchings. Insbesondere folgt:

Satz 3.4.3. Sei G = (V,E, f) ein Multigraph. Die kleinste Zahl k, so dass es eine Uberde-
ckung (Mj)jcr von E mit Matchings gibt, ist der kantenchromatische Index k = x'(G). Wird
fir jede Kante c(e) = j fir ein j mit e € M; zugewiesen, so ist ¢ eine optimale Fiarbung fir
G. Diese Uberdeckung kann disjunkt gewdhlt werden.

Eine gute Ubersicht iiber Heuristiken zur Kantenfirbung wird in [HDD03] gegeben.
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Algorithmus 10 : Greedy-Match-Edgecolor
Kantenfarbung eines Multigraphen mit Matchings
Parameter : G: Ein Multigraph G = (V| E, f) als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste.

Riickgabewert : Eine heuristische Kantenfarbung fiir den Multigraphen G.
Komplexitiit : O(|E|?), wenn das Matching in O(|V]) bestimmt wird.

1 Funktion Greedy-Match-Edgecolor(G: Graph)

2 c:E— NU{c0}; // Féarbungsabbildung als Array
3 foreach e € FE do c(e) := o0 ; // Zu Beginn ist jede Kante ungeférbt
4 1:=0; // Farbe des aktuellen Matchings
5 F:=FE,; // Noch nicht geférbte Kanten
6 | while F # (0 do // Es sind noch nicht alle Kanten gefdrbt
7 M := Matching in G = (V, F, fp);

8 foreach e € M do c(e) := i ; // Firbe alle Kanten aus M
9 F:=F\M, // Die Kanten von M sind nun gefirbt
10 1:=14+1; // Wdhle Farbe fiir die n&dchsten Kanten
11 return c;

12 end

3.4.2 Komplexitat der Kantenfirbung

Obwohl Kantenfirbung NP-hart ist, ist Kantenfarbung von Multigraphen mit beschrinkter
Knotenanzahl zumindest theoretisch sehr effizient 16sbar.

Satz 3.4.4 (Kantenfarbung von Graphen mit beschénkter Knotenzahl ist in O(|E|) lésbar).
Sei ¢ eine Konstante. Fir Multigraphen G = (V, E, f) mit |V| < ¢ ¢ibt es einen Kantenfir-
bungsalgorithmus Bounded-Edgecolor mit Laufzeit O(|E|)

Beweis. In Satz wird bewiesen, dass sogar Multihypergraphen mit beschrankter Kno-
tenanzahl in O(|E|) exakt kantenfdrbbar sind, insbesondere also auch Multigraphen. O

Die multiplikative Konstante steigt jedoch exponentiell mit der Anzahl der Knoten, daher ist
der Algorithmus in der Praxis nicht einsetzbar.

Im Gegensatz zur Knotenfarbung gibt es fiir Kantenfarbung jedoch auch effiziente Heuristiken
mit sehr guter Approximationsgiite.

In [NK90] zeigten Nishizeki und Kashiwagi einen sequentiellen Algorithmus zur Kantenfér-
bung mit sehr guter Approximationsgiite. Genauer:

Satz 3.4.5 (Nishizeki und Kashiwagi, 1990). Es gibt einen polynomiellen Algorithmus zur
Kantenfirbung eines Multigraphen G = (V, E, f), der mazimal L% “X'(G) + %J Farben be-
notigt. Dieser im Folgenden mit NK-Edgecolor bezeichnete Algorithmus hat eine Komplezitdt
von O(|E|(A(G) + |V])).

Korollar 3.4.6 (Approximationsgiite polynomieller Kantenfirbung). Es gibt einen polyno-
miellen Algorithmus zur Kantenfdrbung mit Approzrimationsgite k = %. Dieser ist nur eine
leichte Modifikation von NK-Edgecolor und soll im Folgenden ebenfalls als NK-Edgecolor be-
zeichnet werden.
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Beweis. Ein Multigraph mit x/(G) = 1 kann mit dem Greedy-Algorithmus in O(|V| + |E|)
exakt gefdrbt werden. Ein Multigraph mit x/(G) = 2 kann ebenfalls in O(|]V| + |E|) exakt
geférbt werden, indem der bipartite Kantengraph in O(|V| + | E|) exakt gefdrbt wird.

Fiir x/(G) > 3 gilt fiir die mit NK-Edgecolor erzeugte Kantenfiarbung c

(@) =3: B < |5 V(6)+ 3] =41 =1=3¢(0
@21 B < |5 N©@+ 3| < 5N E+

<(I5+3)¥©@ = vE < e

Versucht man zuerst in O(|V| + |E|) eine 1- oder 2-Féarbung zu erzeugen (ansonsten liefern
die Algorithmen in dieser Zeit ein negatives Ergebnis) und firbt ansonsten den Graphen
mit NK-Edgecolor in O(|V| + |E|), so hat der gesamte Algorithmus eine Komplexitidt von
O(|V| + |E|) und benétigt maximal 3x/(G) Farben. O

3.4.3 Kantenfirbung bipartiter Multigraphen

Fiir bipartite Multigraphen ist das Problem der Kantenfirbung einfach. In diesen Graphen
gilt die Gleichung x'(G) = A(G) (siehe [Vol91l S. 219]). Auferdem kann eine optimale Fér-
bung effizient berechnet werden, denn 2001 stellte Cole in [COS0I| einen O(|E|log A(G))-
Algorithmus zur Bestimmung einer optimalen Kantenfarbung mit A(G) Farben vor. Einen
einfacheren O(|E|log |E|)-Algorithmus présentierte Alon 2003 in [Alo03].

3.4.4 Kantenfdrbung von Hypergraphen

In [ErI99, S. 47] wird bewiesen, dass Kantenfirbung von Multigraphen mit beschriankter
Knotenanzahl in polynomieller Zeit moglich ist. Der folgende selbst gefithrte Beweis verall-
gemeinert diese Aussage auf Multihypergraphen.

Satz 3.4.7 (Exakte Kantenfarbung von Multihypergraphen in O(|E|) moglich). Sei ¢ eine
Konstante. Fiir Multihypergraphen G = (V, E, ) mit |V| < ¢ gibt es einen Kantenfirbungs-
algorithmus Bounded-Hyperedgecolor mit Laufzeit O(|E|).

Beweis. Wir formulieren das Kantenfdrbungsproblem mittels dem in Satz dargestellten
Zusammenhang als ganzzahliges lineares Programm. Wir sagen, zwei Kanten mit denselben
Knoten haben denselben Typ. Entsprechend haben zwei Matchings von G denselben Typ,
wenn alle ihre Kanten denselben Typ haben.

Da jeder Kantentyp einem Element der Potenzmenge P(V) entspricht, gibt es in einem
Multigraphen mit |V| < ¢ Knoten maximal k¥ < [P(V)| = 2¢ Kantentypen t1,...,t. Der
Multigraph kann daher als Vektor g = (g1,...,9xk) € No" aufgefasst werden, wobei es genau
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Kapitel 3 Graphenfirbung

g; Kanten vom Typ t; gibt®. Man beachte, dass in dieser Darstellung von G isolierte Ecken
nicht vorkommen. Da jedoch isolierte Ecken fiir die Kantenfarbung irrelevant sind, kénnen
diese sowieso weggelassen werden.

Nun lisst sich jeder Matchingtyp B;, i = 1...,1 als Vektor b; = (bi1,...,by) € {0,1}F
auffassen, wobei b;; genau dann 1 ist, wenn eine Kante vom Typ ¢; in B; vorkommt. Fiir die
Anzahl [ der verschiedenen Matchingtypen gilt somit [ < 2.

Das Kantenfirbungsproblem lédsst sich nun als ganzzahliges lineares Programm (ILP) for-
mulieren. Es soll eine disjunkte Uberdeckung (M;);e, von E mit minimaler Anzahl r an
Matchings gefunden werden. Die Variablen xi,...,z; représentieren die Héaufigkeit eines
Matchings vom Typ [. Die Summe der x; ist somit gerade die zu minimierende Anzahl der
verwendeten Farben.

!
Minimiere g T;

i=1
l
mit Bedingungen Vj = 1,...,k: sz “bij = gj,
i=1

Vi=1,...,l:x; € Ny.

Die erste Bedingung stellt sicher, dass in allen Matchings zusammen genau g; Kanten vom
Typ t; verwendet werden.

Die Werte k und 2% hiingen nur von der Konstanten ¢ ab, sind also ebenfalls konstant.
Somit ist sowohl die Dimension I < 2¥ des ILP als auch die Anzahl k der Bedingungen
beschrankt. Daher lassen sich die [ verschiedenen Matchingtypen in konstanter Zeit erzeugen.
Dann kénnen die Vektoren b; = (b1, ..., bi) und g = (91,...,9%) in O(|V| + |E|) = O(|E|)
generiert werden. Nach [Eis03| kann ein ganzzahliges lineares Programm mit beschriankter
Anzahl an Variablen und Bedingungen in linearer Zeit abhingig von der Linge der binéren
Kodierung der Eingabe gelost werden.

Fiir natiirliche Zahlen steigt die Ldnge der bindren Kodierung logarithmisch mit der Gréfe der
Zahl. Wegen g; < |E| steigt die Lange der Kodierung jedes g;, also auch von g, mit log(|E]).

Da die iibrige Eingabe des ILP gleich bleibt, gilt fiir die Linge s der bindren Kodierung der
Eingabe s € O(log|F|). Nach [Eis03] l4sst sich dieses ILP in O(s) = O(log |E|) l6sen.

Die Komplexitit des Algorithmus ergibt sich somit aus der Konstruktion des ILP in O(|E]).
O

Der Algorithmus ist jedoch praktisch nicht verwendbar, da die Konstante ! schon fiir kleine
Schranken ¢ zu groR ist. Fiir maximal ¢ Knoten ist fiir Multihypergraphen [ = 22° und fiir
Multigraphen [ = 22¢(+1)_ Fiir einen Multihypergraphen mit 32 Knoten ist diese Konstante
somit schon 22°° & 3,1032 - 101292913986 fiir einen Multigraphen 21633 ~ 8, 7869 - 10158,

SFiir nicht-Hypergraphen entsprechen die Werte von g; genau den Eintréigen der Adjazenzmatrix, falls der
Graph in einer solchen gespeichert ist.
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Modellierung

4.1 Beschreibung des Modells

Im Folgenden wird nun ein graphentheoretisches Modell fiir das Netzwerk erstellt. In dem
Netzwerk gibt es:

e KEine endliche Menge S von Switches und eine endliche Menge D von Devices, die wir
zu einer Knotenmenge V =S U D zusammenfassen.

e Eine endliche Menge E von Netzwerkkabeln. Dabei wird ein Netzwerkkabel zwischen
zwei Knoten 2 und y als Kante {x,y} € V2 zwischen den verbundenen Knoten repri-
sentiert.

e Ein Attribut Duplex € {V.D,HD}, wobei VD ein Vollduplex-Netzwerk und HD ein
Halbduplex-Netzwerk reprasentiert.

e Ein Attribut Cast € {UC, MC'}, wobei UC fiir Unicast und M C fiir Multicast steht.

e Eine endliche Menge I" von Requests. Jedes Request r bekommt durch § : T' — R>9 eine
echt positive Ubertragungsdauer §(r) zugeordnet und verliuft von einem Quelldevice
Quelle(r) zu Zieldevices Ziel(r). Im Unicastfall ist Ziel(r) € D ein einzelnes Device,
im Multicastfall ist Ziel(r) C D eine Menge von Devices.

Da das zu simulierende Netzwerk baumformig ist wird gefordert, dass G = (V,E) ein Baum
ist. Das so konstruierte Modell des Netzwerks wird im Folgenden mit dem Tupel N =
(G,T, Duplex, Cast) bezeichnet.

Bemerkung 4.1.1. Teilweise verwenden wir die Bezeichnungen V D-Netzwerk oder HD-
Netzwerk und meinen damit, dass Duplex = VD oder Duplex = HD erfiillt ist. Ent-
sprechend verwenden wir UC-Netzwerk oder M C-Netzwerk oder auch Kombinationen wie
V D-M C-Netzwerk.

Bemerkung 4.1.2 (Broadcast-Netzwerke). Neben Unicast- und Multicast-Netzwerken gibt
es noch Broadcast-Netzwerke. In diesen verlduft ein Request immer von einem Device d zu
allen anderen Devices. Die hier behandelten Themen sind fiir Broadcast-Netzwerke trivial, da-
her werden Broadcast-Netzwerke im Folgenden nicht ndher betrachtet und in Abschnitt
kurz beschrieben.
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Da das Netzwerk baumférmig ist, gibt es zwischen je zwei Devices immer genau einen Weg.
Daher gibt es in diesem Zusammenhang kein Routing-Problem und die Menge der Kabel,
iber die ein Request Daten iibermittelt, ist eindeutig definiert. Im Unicastfall bilden die
von einem Request verwendeten Kanten einen Weg. Dieser wird als Kommunikationslinie
bezeichnet. Im Multicastfall bilden die von einem Request verwendeten Kanten hingegen
einen Baum. Diesen werden wir (in etwas abgewandelter Form) als Kommunikationsbaum
bezeichnen.

Im Folgenden werden wir definieren, wann zwei Requests einen Konflikt haben. Im Wesent-
lichen sagen wir, dass zwei verschiedenen Requests in Konflikt stehen, wenn sie

e in Halbduplex-Netzwerken iiber dasselbe Kabel Daten iibertragen,
¢ in Vollduplex-Netzwerken iiber dasselbe Kabel in dieselbe Richtung Daten {ibertragen.

Ziel ist es dann, einen Zeitplan (Schedule) fiir die Ausfithrung der Requests zu erstellen, so
dass niemals zwei in Konflikt stehende Requests zur selben Zeit ausgefiihrt werden.

4.2 Requests

4.2.1 Kommunikationslinien

Kommunikationslinien werden im Verlauf dieser Arbeit die von einem Unicast-Request ver-
wendeten Knoten und Kanten repréisentieren. In diesem Abschnitt werden Eigenschaften von
Kommunikationslinien hergeleitet.

Definition 4.2.1 (Kommunikationslinie). Die Kommunikationslinie K L(v,w) von einem
Knoten v zu einem Knoten w ist der eindeutig bestimmte Weg von v nach w in G.

Definition 4.2.2 (Konflikt von Kommunikationslinien). Seien K und L zwei Kommunika-
tionslinien und e € E eine Kante. Dann sagt man, K und L haben einen Konflikt in e (i.Z.
K e~ L), wenn gilt:

e In HD-Netzwerken: e € Ex N Ef,.
e In VD-Netzwerken: e € Ex N Ep und e~ = eI~ (bzw. dquivalent 5+ = el ).

Dann definiert man
firveV: K ey L <= Jdec€ E(v): K «w, L,

firV CcV: Keoewy L < FveV:K ow, L,
Ko L < K «wy L.

Man sagt

o K und L haben einen Konflikt im Knoten v, wenn K e, L,
e K und L haben einen Konflikt in V, wenn K «~y L,
o K und L haben einen Konflikt, wenn K «~ L.

Entsprechend nennt man K und L konfliktfrei in e, konfliktfrei in v, konfliktfrei in V' oder
global konfliktfrei, wenn sie dort keinen Konflikt haben.
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Offensichtlich sind zwei Kommunikationslinien konfliktfrei, wenn sie keinen Knoten bzw. keine
Kante gemeinsam haben.

Lemma 4.2.3. Seien K und L Kommunikationslinien.

(i) Sei N ein Vollduplex-Netzwerk und e € Ex N Ep, eine Kante mit e~ = e&*. Dann

sind K und L konfliktfrei in e und in den Randknoten von e.

(i1) Sei P ein nicht-leerer Weg in G mit P < K und P < L. Dann haben K und L in jedem
Knoten und jeder Kante von P einen Konfiikt.

(i4i) Sei P ein nicht-leerer Weg in G mit P < K und P~ < L. In einem H D-Netzwerk
haben K und L in jedem Knoten und jeder Kante von P einen Konflikt. In einem
V D-Netzwerk sind K und L in jedem Knoten und jeder Kante von P konflikifre:.

(iv) Sei P ein nicht-leerer Weg, so dass K und L entweder P oder P~' enthalten. Haben K
und L in einem Knoten oder einer Kante von P einen Konflikt, so haben sie in jedem
Knoten und jeder Kante von P einen Konflikt.

Beweis. Zu (i): Hitten K und L einen Konflikt in e, so wire ef+ = elt = f— £ K+,
Widerspruch. Somit sind K und L konfliktfrei in e.

Annahme: Es gebe einen Randknoten v von e, in dem K und L einen Konflikt haben.
Diesen haben sie in einer zu v adjazenten Kante f € Ex N Ep, mit f # e. Sei v = &+
(der Fall v = e~ ist analog). Dann ist

_ K+ K

— e=v" = f:vKJr

v — v =fE-

Da K und L konfliktfrei in e sind, ist v # eX*. Somit folgt

L— L—

velt = v=e — e=0v"t = f=v — v = ft.

Wegen fE— = f&* sind somit K und L konfliktfrei in f. Widerspruch.

Zu (ii): Fiir eine beliebige Kante e € Ep gilt ¢ € Ex N Er, und eX~ = e~ = el~. Somit

haben K und L sowohl in H D-Netzwerken als auch in V D-Netzwerken einen Konflikt
in e. Wegen der Beliebigkeit von e haben K und L in jeder Kante von P einen Konflikt,
da jeder Knoten von P zu einer Kante von P inzident ist, also auch in jedem Knoten
von P.

Zu (iii): Sei P = (zg,...,xn). Wegen Ep = Ep-1 gilt Ep C Ex N Er. In HD-Netzwerken
haben somit K und L in jeder Kante e € Ep wegen e € Ex N Ep, einen Konflikt, also
auch in jedem Knoten von P.

In V D-Netzwerken gilt fiir jede Kante e = x;x;11 € Ep hingegen K= =ef~ =g, =
eP")+ = Lt somit sind K und L nach (i) konfliktfrei in e und ihren Randknoten.
Da jeder Knoten von P zu einer Kante von P inzident ist, sind K und L konfliktfrei in

jeder Kante und jedem Knoten von P.

Zu (iv): Dieses ist eine Zusammenfassung der Ergebnisse von (ii) und (iii).
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Satz 4.2.4 (Lokale Konfliktfreiheit impliziert globale Konfliktfreiheit).

(i) Haben zwei Kommunikationslinien K und L einen gemeinsamen Knoten v € Vi NV,
und dort keinen Konflikt, so sind sie global konfliktfres.

(ii) Sei'VC 'V zusammenhdngend. Enthalten zwei Kommunikationslinien K und L Knoten
aus V und haben keinen Konflikt in V, so sind sie global konfliktfres.

Beweis. Zu (ii): Hétten K und L einen Konflikt, so hétten sie diesen in einem Knoten w.
Da K und L konfliktfrei in V sind, ist w ¢ V. Dann enthalten K und L beide einen
Knoten aus den disjunkten Mengen V und {w}. Da G[{w}] zusammenh#ngend ist, sind
sowohl G[V] als auch G[{w}] Biume. Somit gibt es nach Satz [2.2.20{iv) ein v € V, so
dass K und L den eindeutig bestimmten Weg P von v nach w oder P~! von w nach v
in G enthalten. Da K und L einen Konflikt in w haben, haben sie nach Lemma[£.2.3{iv)
einen Konflikt in v, also auch in V. Widerspruch.

Zu (i): Dieses folgt aus (ii) mit V = {v}.
O

Korollar 4.2.5. Seien K und L Kommunikationslinien, die den nichi-leeren Weg P oder
P~ enthalten. Dann gilt

e Ist Duplex = VD und P < K, P~' < L oder umgekehrt, so sind K und L global
konfliktfres.

o Ansonsten haben K und L einen Konflikt.

Beweis. Im ersten Fall sind K und L nach Lemma konfliktfrei in jedem (gemeinsamen)
Knoten von P, nach Satz somit auch global konfliktfrei. Ansonsten haben K und L
nach Lemma [4.2.3| einen Konflikt in jedem Knoten von P. O

Satz 4.2.6 (Konfliktknoten bilden einen Weg). Seien K und L zwei Kommunikationslinien.
Sei V die Menge der Knoten und E die Menge der Kanten, in denen K und L einen Konflikt
haben. Dann gibt es einen Weg P mit Vp =V und Ep = E.

Beweis. Haben K und L keinen Konflikt, so ist die Aussage fiir den leeren Weg erfiillt.

Sonst sei K = (zg,...,2,) und z; der erste und x; der letzte Knoten von K, in denen K
und L einen Konflikt haben. Dann ist P = (;,...,2;) der eindeutig bestimmte Weg von x;
nach z;. Wir zeigen Vp =V und Ep = E.

Wegen z;,z; € Vg NV gilt P<K und P<L bzw. P~ l'<4L.Da K und L nicht konfliktfrei in
x; sind, haben sie nach Lemma in jedem Knoten und jeder Kante von P einen Konflikt.
Somit gilt Ep C F und Vp C V.

Zu 'V C Vp: Sei z ein Knoten, in denen K und L einen Konflikt haben. Dann ist x € Vi,
also x = z, fiir ein k. Wegen der Wahl von x; und z; ist 1 < k < j, also 23, € Vp.

Zu E C Ep: Sei e eine Kante, in denen K und L einen Konflikt haben, so ist e € Ek, also
e = 2Tk fiir ein k. Dann haben K und L einen Konflikt in z; und z;41, also gilt i < k < j
und somit e € Ep. O
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4.2.2 Kommunikationsbaume

Kommunikationsbdume sind spezielle Kommunikationsmengen und werden im Verlauf dieser
Arbeit die von einem Multicast-Request verwendeten Knoten und Kanten reprisentieren.
In diesem Abschnitt werden ihre Eigenschaften ndher untersucht. Einige Sétze entsprechen
analogen S#tzen liber Kommunikationslinien, daher verlaufen die Beweise oft dhnlich.

Definition 4.2.7 (Kommunikationsmenge). Eine Kommunikationsmenge K ist eine Menge
von Kommunikationslinien.

Definition 4.2.8 (Konflikt von Kommunikationsmengen). Zwei Kommunikationsmengen K
und L haben einen Konflikt in der Kante e (1.7. K «~. L), wenn sie zwei Kommunikations-
linien enthalten, die einen Konflikt in e haben. Formaler ist

Kew, L — 3IK' e Kund L' € L mit K' «~, L.

Analog zu Definition definiert man einen Konflikt in v, einen Konflikt in V' bzw. einen
globalen Konflikt.

Fiir eine Kommunikationsmenge K definieren wir
Vi = U Vi, Ex = U Ex
K'eK K'eK
und nennen Vg die Knoten und Ei die Kanten von K.

Offensichtlich sind zwei Kommunikationsmengen K und L konfliktfrei, wenn sie keinen Kno-
ten bzw. keine Kante gemeinsam haben, d.h. wenn Vg NV, = 0 bzw. Ex N Er, = () gilt.

Definition 4.2.9 (Kommunikationsbaum). Der Kommunikationsbaum K B(v, W) von ei-
nem Knoten v zu einer Knotenmenge W ist die Menge

KB(v,W) :={KL(v,w):we W}
der Kommunikationslinien von v zu den Knoten aus W. Der Knoten v heiffit Wurzel von K.
Satz 4.2.10 (Kommunikationsbaum ist ein Baum). Sei K ein Kommunikationsbaum und

Gk = (Vk, Ek). Dann ist Gg = G[Vk] und Gk ein Baum.

Beweis. Sei v die Wurzel von K. Fiir eine Kante e = {x,y} gilt
ecFy — dK' e K:e€ Eyr = z,y€ Vg = x,y € Vi

und somit Ex C (Vi)2 Daher ist Gx ein Graph und wegen Vx C V und Ex C E ein
Teilgraph von G.

Nun ist zu zeigen, dass Gxg von G und Vi induziert wird, d.h. dass fiir {z,y} € E mit
x,y € Vg auch {z,y} € Fx gilt.

Sei € KL(v,v1) und y € KL(v,vs). Dann enthalten K L(v,v1) bzw. K L(v,v2) den eindeu-
tigen Weg P von v nach x bzw. () von v nach y.
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e Falls x = y; € Vg, dann ist Qx + zy der in G eindeutig bestimmte Weg ) von v nach
y, also {z,y} € B C Exr(vu,) C Pk.

e Falls y = x; € Vp, so ist analog {z,y} € Ek.

e Falls y ¢ Vp und x ¢ V, dann ist @ + yx der in G eindeutig bestimmte Weg P von
v nach z, also {z,y} € Ep C Exr(yw) C Ex (und insbesondere y € Vp, daher tritt
dieser Fall nie ein).

Somit ist Gxg = G[Vk]. Insbesondere ist Gk ein schlaufenfreier Graph.

Weiter ist G zusammenhéngend. Denn seien z,y € Vi beliebig, so gibt es Kommunikati-
onslinien K71 = KL(v,v1) bzw. K9 = KL(v,v2) in K mit € Vg, und y € Vk,. Dann ist
folv + vKosy ein Pfad von z nach y.

Somit ist Gxg = G[Vk] zusammenhéngend und schlaufenfrei, also ein Baum. O

Satz 4.2.11. Sei K ein Kommunikationsbaum. Dann gilt:
(i) Ist L1, Ly € K und e € Er, N Er,, so gilt "1~ = el2™ und 1+ = el2t,

(i) Ist L1, Ly € K und w € V, N'Vy,, so gilt w— = w2~

Beweis. Sei v die Wurzel von K.

Zu (i): Sei e = {x,y} € Er, N Er, mit z = e~ und y = e *. Dann sind L1y und Loy
beide der eindeutig bestimmte Weg P von v nach y in G. Somit folgt

= 6L27’

Lo+

eli— — liy— — P— — la2y—

et = elvt — P+ — olovt — ¢

Zu (ii): Ist w € Vi, NV, so sind Liyw und Low der eindeutig bestimmte Weg P von v nach

w in G, also ist

lef _ w(Llw)f _ wPf _ w(Lg)u}f _ eLgfl

Aufgrund von Satz [4.2.11]ist die folgende Definition wohldefiniert:

Definition 4.2.12. Sei K ein Kommunikationsbaum. Dann lisst sich fir einen Knoten
v € Vi und eine Kante e € Ex definieren

eX= = el fiir ein L € K mit e € Ey,
Xt = et fiir ein L € K mit e € Ey,
vE~ = v fiir ein L € K mitv e Vg,

T =l L e K mitve V).

Satz 4.2.13. Seien K und L Kommunikationsbiume. Dann ist K «~, L genau dann, wenn:

e In HD-Netzwerken: e € Ex N Ep.
e In VD-Netzwerken: e € Ex N Er, und = = &~ (bzw. dquivalent eX+ = eI¥),
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Beweis. e Zur Hinrichtung in (i) und (ii): Haben K und L einen Konflikt in e, so gibt es
K' € Kund L' € L mit K’ «~, L'. Dann gilt e € B}, C Ex und e € B} C E, und
somit e € Fx N Ep. In Vollduplex-Netzwerken gilt nach Definition weiter

e Zur Riickrichtung in (i): Gibt es ein e € Fx N Er, so gibt es Kommunikationslinien
K'e Kund L' € Lmit e € Exgr und e € Ef/. Also ist e € Exs N Er/ und somit haben
K’ und L’ einen Konflikt in e, also auch K und L.

e Zur Riickrichtung in (ii): Gibt es ein e € Ex N Er mit e~ = el~ so gibt es Kommu-
nikationslinien K’ € K bzw. L' € L mit e € Ex und e~ = ¢X~ bzw. e € Ep/ mit
el'= = eL=. Also ist

ec Ex NEL und ' = K- =l = -

und somit haben K’ und L’ einen Konflikt in e, also auch K und L.

Abbildung 4.1: Vollduplex-Netzwerk mit Kommunikationsbdumen K B(da,{di,ds}) und
K B(ds,{d1,d2}). Die Kommunikationsbdume sind lokal konfliktfrei in den gemeinsamen
Kanten {S1,ds} und {S1,ds} sowie den gemeinsamen Knoten dy und ds, jedoch nicht global
konfliktfrei.

Bemerkung 4.2.14 (Lokale Konfliktfreiheit impliziert keine globale Konfliktfreiheit).

Fiir den Unicast-Fall gilt nach Satz dass zwei Kommunikationslinien, die in einem
gemeinsamen Knoten keinen Konflikt haben, global konfliktfrei sind. Diese Aussage basiert
flir Vollduplex-Netzwerke im Wesentlichen darauf, dass zwei Kommunikationslinien, die ei-
ne Kante in entgegengesetzte Richtung enthalten, konfliktfrei sind. Diese Aussage gilt fiir
Kommunikationsbdume jedoch nicht. Denn in Abbildung [4.1| enthalten K B(d2, {d1,ds}) und
K B(ds,{di,d2}) die Kante {d3,S:1} in unterschiedlichen Richtungen, haben jedoch einen
Konflikt in {S1,d;}. Entsprechend enthalten auch beide Kommunikationsbdume den Knoten
dy (bzw. d3), haben dort keinen Konflikt, aber sind dennoch nicht global konfliktfrei.

Da diese Aussage jedoch von elementarer Bedeutung ist, betrachten wir im Folgenden aus-
schlieflich den Halbduplexfall. Dort ldsst sich die Aussage aus Satz und darauf aufbau-
end ein Grofsteil der Modellierung auf Kommunikationsbdume verallgemeinern. Daher wird
im Folgenden A immer als Halbduplex-Netzwerk vorausgesetzt.
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Satz 4.2.15 (Lokale Konfliktfreiheit impliziert globale Konfliktfreiheit). Fir ein Halbduplex-
Netzwerk N gilt:

(i) Enthalten zwei Kommunikationsbaume K und L den Knoten v und haben dort keinen
Konflikt, so sind sie global konfliktfres.

(ii) Sei V- C V zusammenhdingend. Enthalten zwei Kommunikationsbaume K und L Knoten
aus V und haben keinen Konflikt in V', so sind sie global konfliktfres.

Beweis. Zu (ii): Sei Gx = (Vkx, Ex) und Gp = (V1, Er). Es gibt Knoten v € V N Vg und
v, €V NV

Annahme: K und L haben einen Konflikt in einem Knoten w ¢ V. Nach Satz [2.2.20iv)
gibt es ein v € V', so dass jeder Weg von V' nach w den eindeutigen nicht-leeren Weg
P=(v=uwmy,1,...,Tn1,%, = w) von v nach w enthélt. Da Gk ein Baum ist, enthalt
Gk einen Weg von vg nach w und somit auch P. Entsprechend enthilt G, einen Weg
von vy, nach w, also auch P.

Somit ist vz € Ep C Ex N Ep, also haben K und L nach Satz 4.2.13] einen Konflikt
in vxy, also auch in v und somit in V. Widerspruch.

Zu (i): Dieses folgt aus (i) mit V = {v}.
U

Satz 4.2.16 (Konfliktknoten bilden einen Baum). Sei N ein Halbduplez-Netzwerk und K und
L zwei Kommunikationsbdume. Sei V' die Menge der Knoten und E die Menge der Kanten,
in denen K und L einen Konflikt haben. Dann ist G = (V, E) ein Baum.

Beweis. Haben K und L in einer Kante e einen Konflikt, so haben sie in den inzidenten
Knoten einen Konflikt. Also ist £ C V2. Somit ist G ein Graph. Als Untergraph von G ist G
schlaufenfrei.

Wir zeigen nun, dass G zusammenhéngend ist. Sei Gx = (Vk, Ex) und G = (Vi, EL).
Seien v,w € V. C Vg N Vg beliebig und P = (v = xg,21,...,Tn—1,2T, = w) der eindeutig
bestimmte Weg von v nach w in G. Da Gx und G Biume und somit zusammenhingend
sind, ist P sowohl in Gk als auch in G, enthalten. Daher folgt Ep C Ex N Ep, also haben
K und L nach Satz[1.2.13]in jeder Kante e € Ep einen Konflikt und es ist Ep C E. Da jeder
Knoten aus Vp zu einer Kante aus Ep inzident ist, haben K und L in jedem Knoten aus
Vp einen Konflikt und es gilt Vp C V. Daher enthilt G den Weg P von v nach w, ist also
zusammenhingend. O

4.2.3 Requests

Definition 4.2.17 (Kommunikationslinie und Kommunikationsbaum eines Requests).
Zu UC-Requests wird die Kommunikationslinie K L(r) = KL(Quelle(r), Ziel(r)) definiert.
Zu M C-Requests wird der Kommunikationsbaum K B(r) = K B(Quelle(r), Ziel(r)) definiert.

Zur Vereinheitlichung definiert man

KL(r) falls Cast =UC,

KLB(r) = {KB(’F) falls Cast = MC.
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Definition 4.2.18 (Konflikt von Requests). Die Konfliktrelation «~.C T'? zwischen Requests
wird definiert durch

resve s <= 1 #sNKLB(r) e, KLB(s).

Analog zu Definition definiert man einen Konflikt in v, einen Konflikt in V' bzw. einen
globalen Konflikt sowie die Konfliktfreiheit.
Definition 4.2.19 (Knoten- und Kantenmengen von Requests). Fiir ein Request r definiert
man die Knoten- und Kantenmengen

Vi = VKB, E, := ExrB(r)-
FirveV, und e € E, ist

v

r—._ UKLB(T)—} v

r+ ._ . KLB(r)+
=0 ,

T+ eKLB(r)—i—

e

T— . 6KLB(?”)—7 e

Dabei beachte man, dass v"" in UC-Netzwerken eine Kante und in MC-Netzwerken eine
Menge von Kanten ist.

Satz 4.2.20. Zwei verschiedene Requests r und s haben genau dann einen Konflikt in einer
Kante e, wenn gilt:

o In HD-Netzwerken: Es ist e € E,. N E.
e In VD-Netzwerken: Es ist e € E,. N Es und e~ = e°7.

Beweis. Dieses folgt unmittelbar aus Definition [£.2.18] Definition und Satz [4.2.13] O

Lemma 4.2.21. Der Graph G, = (V,, E,) ist zusammenhdngend.

Beweis. Sei K = KLB(r), dann ist G, = (Vk, Ex) in Multicast-Netzwerken nach Satz@4.2.10
und in Unicast-Netzwerken als Graph eines Weges zusammenhingend. O

Definition 4.2.22 (Requests durch eine Knotenmenge). Zu V C V bzw. E C E wird die
Menge der Requests, deren Kommunikationslinie einen Knoten aus V bzw. eine Kante aus
E enthdlt, bezeichnet mit

Ty :={rel:VnV,# 0},
IFp:={rel:ENE, #0}.

Fiir einen Knoten v € V bzw. eine Kante e € E schreiben wir auch I'y, := I'(,y bzw. I'e :=T'ypy.
Offensichitlich ist Tyuw =Ty U Ty

Lemma 4.2.23. Se: r € I'y N1y, und P der eindeutig bestimmte Weg von v nach w. Fir
jedes x € Vp und e € Ep ist dannr € I'y und r € L.
Beweis. Es ist v,w € V; und G, = (V,, E,) zusammenhéngend. Daher enthilt G, den ein-

deutig bestimmten Weg von v nach w. Somit ist Vp C V. und Ep C E, und es gilt

reVp = xzeV, = {z}NV,#£0 = rel,
ecEp = ecE, = {e}NE. #0) = rel.
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Die folgenden Aussagen gelten nicht fiir V D-MC-Netzwerke (sieche Abbildung [4.1]). Dieses
ist der entscheidende Grund, warum grofe Teile der Uberlegungen dieser Arbeit nicht auf
V D-M C-Netzwerke iibertragbar sind.

Satz 4.2.24 (Lokale Konfliktfreiheit dquivalent zu globaler Konfliktfreiheit). Sei N kein
V D-MC-Netzwerk. Dann gilt fiir eine zusammenhdngende Menge V CV und r,s € I'y

T sy 8§ = T e S,

Beweis. Die Hinrichtung ist trivial. Die Riickrichtung folgt fiir UC-Netzwerke aus Satz
fiir HD-M C-Netzwerke aus Satz [£.2.15] O

Spater werden oft Eigenschaften {iber verschiedene Requests aus I'v N I'yy benotigt. Diese
werden in den folgenden beiden Lemmas zusammengefasst.

Lemma 4.2.25. Sei N kein V. D-MC-Netzwerk.

(i) Seien VW C V disjunkte, zusammenhangende Mengen. Es seien zwei verschiedene
Requests r,s € 'y Ny gegeben.

— Fualls Duplex = HD, so haben r und s einen Konflikt in V und in W.

— Fulls Duplex = VD, so haben r und s entweder einen Konflikt in V und in W
oder sind global konfliktfres.

(ii) Ist eine weiteres Requests t mit Knoten aus V und W gegeben, so stehen mindestens
2wet der Requests r,s,t in Konfiikt.

Beweis. Zu (i): Es gibt nach Voraussetzung ein v, € V, NV und ein w, € V, N W bzw.
vs € VsNV und ein wy € Vz N W. Da G[V] und G[W] Béume sind, gibt es nach
Satz[2.2.20(iv) ein v € V und w € W, so dass jeder V-W-Weg den eindeutig bestimmten
nicht-leeren Weg P = (v = x9,21,...,Zn-1,Tn = w) von v nach w und entsprechend
jeder W-V-Weg den Weg P! von w nach v in G enthilt.

Da G, = (V,, E,) zusammenhéngend ist enthilt er einen V-W-Weg von v, nach w;.
Daher enthélt G, auch den Weg P. Analog enthilt G5 = (V;, Es) den Weg P und es
folgt Ep C E, N E,. Also ist {vz1,2,—1w} C Ep C E, N Eg, nach Definition {.2.2) bzw.
Satz haben r und s somit in Halbduplex-Netzwerken einen Konflikt in vz und
Tnp_qw, also auch inv € V und w € W.

Anderenfalls ist N ein HD-UC-Netzwerk. Enthalten dann KL(r) und KL(s) beide
denselben Weg P oder P~!, so haben sie nach Korollar einen Konflikt in je-
dem Knoten von P, somit auch in v € V und in w € W. Ansonsten ist P < K L(r),
P~' < KL(s) oder umgekehrt. Nach Korollar [4.2.5sind K L(r) und K'L(s) dann global
konfliktfrei.

Zu (ii): In H D-Netzwerken haben bereits  und s einen Konflikt. Sei das Netzwerk ein V D-
UC-Netzwerk. Dann enthilt analog zu oben auch K L(t) entweder P oder P~!. Somit
enthalten mindestens zwei der Kommunikationslinien K L(r), K L(s) und K L(t) densel-
ben Weg P oder P~!. Nach Lemma M(u) haben diese dann einen Konflikt in jedem
Knoten von P, also in v und in w und somit in V und in W.

O
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Lemma 4.2.26. Sei N kein VD-MC-Netzwerk. Seien V,W C V benachbarte zusammen-
hingende Mengen. Dann haben zwei Request r € I'yy und s € I'yy genau dann einen Konflikt,
wenn sie einen Konflikt in V oder in W haben.

Beweis. Haben r und s einen Konflikt in V' oder in W, so haben sie einen Konflikt.

Umgekehrt sei nun r e~ s. Sei {v, w} die V-W-Kante. Dann haben r und s diesen Konflikt in
einem Knoten z. Ist z € VUW, so ist die Aussage bewiesen. Ansonsten enthalt G, = (V,., E,.)
einen V-z-Weg P und G, = (V;, Es) einen W-2-Weg Q. Nach Satz[2.2.20{vi) ist dann v € Vg
oder w € Vp. Falls v € Viy C V, so enthalten r und s Knoten aus V. Nach Satz haben
sie dann in V einen Konflikt, da sie nicht global konfliktfrei sind. Falls w € Vp C V,., so folgt
analog, dass r und s einen Konflikt in W haben. O

4.2.4 Kenngrolen fiir Requests

In diesem Abschnitt werden wichtige Kenngrofen fiir Requestmengen eingefiihrt. Diese erlau-
ben Abschitzungen fiir die Lange der Schedules oder die Komplexitit bei deren Erstellung.

Zu e € E und einer Requestmenge R ist die Last W (e) beziiglich R definiert als die Anzahl der
durch e verlaufenden Requests, die Lastdauer ®r(e) beziiglich R definiert als die Gesamtdauer
aller durch e verlaufenden Requests.

In Vollduplex-Netzwerken wird die Last und Lastdauer noch getrennt in die verschiedenen
Richtungen betrachtet werden. Den grofieren Wert bezeichnet man dann als gerichtete Last

— —
Ur(e) bzw. gerichtete Lastdauer ®(e) der Kante e.

Definition 4.2.27 (Last, Lastdauer). Sei e = {v,w} € E und R C I'. Dann definiert man:

Last: Up(e) :==|RNT|

Mazimale Last: Up :=max VUg(e)
eckE
Lastdauer: Dr(e) := Z o(r)
reRNTe
Mazimale Lastdauer: Op = max Dp(e)
ec

Fiir Vollduplez-Netzwerke ist es wichtig, in welche Richtung Requests eine Kante e durchlau-
fen. Fiir die gerichtete Last der Kante e = {v,w} betrachtet man die Anzahl der Requests r

mit €'~ = v und die Anzahl der Requests mit €'~ = w. Das Mazimum der beiden Werte ist
die gerichtete Last der Kante e. Entsprechend definiert man die gerichtete Lastdauer einer
Kante. Dort wird die Dauer aller Requests mit €'~ = v bzw. mit €'~ = w summueert und die

gerichtete Lastdauer als Maximum der beiden Werte gewdhlt. Formaler:
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Gerichtete Last: _>R(e) =max {|{r e RNTc: e =z} :z € {v,w}}
— —
Mazimale gerichtete Last: R = Max Ur(e)
ec

Gerichtete Lastdauer: <I>—>R(e) = max{ Z ér):ze€ {v,w}}

Mazimale gerichtete Lastdauer: R i= Iax <I>—1>:g(e)
ec

Zur Vereinfachung der Notation setzt man V(e) := Vr(e) und ¥ := Yp sowie die entspre-
chende Definition fiir die Lastdauer bzw. die gerichtete Last und gerichtete Lastdauer.

Lemma 4.2.28. In Vollduplex-Netzwerken gelten die Ungleichungen:

() ¥r(e) 2 J¥r(e)
(i) Wn> Un
(i) ®ale) > sPn(e)
(iv) ®p> %(Im

Beweis. Sei e = {v, w}.
Zu (i): Es gilt die Ungleichungskette

‘IIR(G) = |Rmre| = |{’I“ ERNT,:e"™ = UH + ‘{T‘ ERNT.:e"™ = w}|
— —_— —
< Ug(e) + Ugr(e) = 2Vg(e).

Zu (ii): Es gilt

1 1 1
U = Pale) 2 max ;¥n(0) = 3 ma Un(e) = ¥

Zu (iii): Analog zu (i).
Zu (iv): Analog zu (ii).
O

Definition 4.2.29 (Anzahl der Konflikte). Zu R C I ist die Anzahl O der Konflikte aus
R definiert durch
O(R) = [{{r,s} € R: 1 «w s}|.

Wir definieren

0:=0(I), OW):=0(y), O@) :=06[,), Of)=0T,.).
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Mit ©F wird die Summe aller ©(v),v € V bezeichnet, d.h.

07 :=> O(v).

veV
Man beachte, dass ©% > O ist und im Allgemeinen keine Gleichheit gilt.

Lemma 4.2.30. Fiir v € V gelten die Abschitzungen:

(i) O(e) < %‘1’(6)(‘1’( ) —1) <20(e) + ¥(e)
(i) O(e) < FU(e)
(i) O < 3 () < % 3 W(e)? < %A(g)@?
e€E(v) c€E(v)
() O(R) < 3|’
(v) ©”=) 0O(e)+0
eck

Beweis. Zu (i): Zwei Requests r,s € T'e konnen in e nur dann einen Konflikt haben, wenn
sie verschieden sind. Es gibt genau (\pge)) = 1U(e)(¥(e) — 1) verschiedene Requests in
I'e. Somit folgt die linke Ungleichung. Im Fall von H D-Netzwerken gilt sogar Gleich-
heit. Falls das Netzwerk ein V D-Netzwerk ist, so haben je zwei Requests, die e in
dieselbe Richtung enthalten, dort einen Konflikt. Es gibt somit mindestens O(e) >

%E}(e)(@(e) — 1) Konflikte in e. Daraus folgt

%\Il(e)(\ll(e) —1) < T ()2W(e) — 1) = U(e)(W(e) — 1) + U (e) < 20(e) + U(e)

Zu (ii): Dieses folgt unmittelbar aus der linken Ungleichung von (i).

Zu (iii): Zwei Requests haben in v genau dann einen Konflikt, wenn sie ihn in einer zu v
inzidenten Kante haben. Daraus folgt die erste Ungleichung. Die {ibrigen ergeben sich
aus (ii) und

Y W) < ) VP A@GTR
)

e€E(v) e€E(v

Zu (iv): Haben je zwei verschiedene Requests r,s € R einen Konflikt, so gibt es 3|R|(|R| —
1) < 1|R|* Konflikte.

Zu (v): Seien E, s bzw. V. s die Kanten bzw. Knoten, in denen 7 und s einen Konflikt haben.
Dann ist G, s = (Ers, Vy.s) ein Weg bzw. ein Baum und somit |E, | = |V, 5| — 1. Dann

gilt
0% => 6@ =) [Visl= D [Ers| +O =3 O(e) +0.
v Pl Pl o
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Lemma 4.2.31. Ist M eine obere Schranke fir die Anzahl der Zieldevices eines M C-Requests
und im UC-Netzwerk M := 1, so ist weiter

(i) %<3 InP

veV
(i) ©% <> dw)¥* <AG)- V] ¥
veV
(i) ©* < M-©-(I(G)+1)
(i) ©% <M [T (I(g) +1)
(v) Y W(e)= |E|<M-|T[-UG)
eckE rel’

Beweis. Zu (i): Nach Lemma [4.2.30{iv) folgt

07 =) "0(v) =) O,) <> [T,

veV veV veV
Zu (ii): Nach Lemma [4.2.30(iii) folgt wegen d(v) < A(G)

0% =) "0(v) <Y dvw)¥* < A(G)-|V]- ¥

veV veV

Zu (iii): Eine Kommunikationslinie enthélt maximal I(G) + 1 Knoten, ein Request somit ma-
ximal M - (I(G) + 1) Knoten. Daher kénnen zwei Requests einen Konflikt in maximal
M - (I(G) + 1) Knoten haben. Durch Aufsummierung iiber alle Konflikte folgt die Un-
gleichung.

Zu (iv): Dieses folgt wegen © = (V) < |I'3| = |I'|? aus (iii).

Zu (v): In der linken Summe wird jedes Request fiir jede Kante, in der es vorkommt, einmal
gez#hlt, also | Ey|-mal. Somit gilt die erste Gleichung. Die zweite gilt unmittelbar wegen
|Er| < M -1(G)

O

Lemma 4.2.32. Sei N das Netzwerk und v € V. Dann gilt

Y U(e)? € 0(10()] + |Tu]).

e€E(v)

Beweis. Fiir e € E(v) sei Ri,(e) := {r € T'e : ¢’ = v} als die Menge aller durch e in v hinein
laufenden Requests und Ryyi(e) := {r € T'c : ¢~ = v} die Menge aller durch e aus v heraus
laufenden Requests. Dann ist I'c = R;;, U Rout.

Dann gilt

¢ In Halbduplex-Netzwerken haben r # s einen Konflikt in e genau dann, wenn (r,s) €
2D (Rin(e))? U (Rout(€))*.

e In Vollduplex-Netzwerken haben r # s einen Konflikt in e genau dann, wenn (r,s) €
(Rin(€))? U (Rout(e))*.
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Insbesondere gilt immer : (r,s) € (Rin(€))? U (Rout(€))? = 1 e~ sV r = s und somit

|Rin(e)|? + |Rous ()2 < [{(r,5) € T2 :1r eme sV 1 = s} (4.1)

Weiter gilt 2| Ry, (e)||Rout(€)| < |Rin(€)|? + |Rout(e)]? wegen
0 < (|Rin(e)] — ’Rout(e)’)Q
= 0 < |Rin(e)]” = 2|Rin(e)|| Rout(€)| + [Rout(e)]?
= 2|Rin(e)||Rout(€)| < |Rin(e)|* + [Rout(e)|*. (4.2)

Somit ist

\11(6)2 |Fe‘2 = |Rin(e) U Rout(e)‘2

(|Rin(e)] + |Rout(e)|)2 = ’Rin(e)P + 2| Rin(€)|| Rout(e)| + ‘Rout(e)‘Q

2| Rin(e)l* + 2| Rout (€)|* < 2(|Rin(€)* + | Rout(€) )

NE INE

21{(r,s) €T2 : 1 ewse sV 1 = s}
{(r,s) €T2: 7 ewsg s} +2|{(r,5) €T2 : r = s}
{(r,s) € T2 : 1 «mg s} + 2|7

Es folgt

> w(e)?<2 > ({(rs) €T2ir v s} + Te))

ecE(v) e€E(v)

=2 Z |{(Ta S) € Fg P eve 3}| +2 Z |Fe| =:2571 +255.
ecE(v) e€E(v)

Zur Abschitzung der Summe S;: Dort wird jedes Tupel (r,s) € T2 fiir jede Kante e € F(v)
gezdhlt, in denen r und s einen Konflikt haben. Da zwei Requests in maximal (M +1) Kanten
einen Konflikt haben, gilt

Si= Y He€B):r s} <[O@)]-(M+1).

(r,s)€rs

Zur Abschitzung der Summe Ss: Es wird jedes Request r € Ty, fiir jede zu v inzidente Kante
e € E, gezdhlt. Somit ist

Sy =Y _ [V, NE(@)| < Ty (M+1).
rel’y

Es folgt
Y U(e)’ <2(M +1)-(18(v)] + |Lu|) € O(O(v)] + Ty
e€E(v)

67



Kapitel 4 Modellierung
4.3 Schedules

4.3.1 Allgemeine Eigenschaften

Ein Schedule o fiir eine Menge R von Requests ist eine Abbildung, die jedem Request r € R
einen Zeitpunkt a(r) zuordnet, an dem seine Ausfithrung beginnt. Der Request wird nun
wihrend des Zeitintervalls [a(r), a(r) +(r)) ausgefithrt. Zwei in Konflikt stehende Requests
diirfen dabei niemals gleichzeitig ausgefiihrt werden.

Definition 4.3.1. Sei R C I' eine Menge von Requests und o : R — RZ%. Dann definiert
man eine Abbildung

a: R~ P(R), a(r) == [a(r),a(r) + o(r)).

Offenbar gilt

a(s) # 0,

a(r)=a(s) No(r) =4d(s) < a(r) =a(s).

RIS

Definition 4.3.2 (Schedule, Liange, Aktivitdtsintervall). Sei R C T'. Eine Abbildung o : R —
RZ0 heifit Schedule fiir R, wenn fiir r,s € R gilt:

rem s = a(r)Nna(s) =0.

Sei « ein Schedule fir R. Dann heifit |a] := max{a(r)+d(r) : r € R} Linge von o und a(r)
Aktivitatsintervall von r.

Fiir einen Schedule « ist das Aktivitédtsintervall a(r) eines Requests r gerade die Zeitspanne,
wahrend der das Request r ausgefiihrt wird.

Satz 4.3.3 (Maximale Lastdauer ist untere Schranke fiir die Lange eines Schedules). Ses
R CT und o ein Schedule fir R.

(i) In HD-Netzwerken ist die mazimale Lastdauer eine untere Schranke fir die Linge des
Schedules, d.h. es ist |a| > Pp.

(i) In V D-Netzwerken ist die mazimale gerichtete Lastdauer eine untere Schranke fir die
—
Linge des Schedules, d.h. es ist |a| > ®g.

Beweis. Zu (i): Wire |a| < ®g, so gibe es eine Kante e € E mit |a| < ®r(e). Dann gibt es
zwei verschiedene durch e verlaufende Requests 7 und s mit a(r) N a(s) # 0. Jedoch
haben r und s wegen e € E, N E; einen Konflikt in e. Widerspruch zur Definition des
Schedules.

Zu (ii): Wiére |af < (I)_};, so gabe es eine Kante e = {v,w} € E mit |o| < <I>_R>(e). Sei nun
R,={reR:ec€ E.Ne"~ =wv} und 0.B.d.A.

Prle)= Y. )= 8.

reR reR,
e€cEr e =z
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Nun haben je zwei verschiedene Requests 7, s € R,, einen Konflikt. Wegen |a| < <I>—1>g(e)
gibt es 7, s € R, mit a(r) Na(s) # 0. Widerspruch zur Definition des Schedules.

O

Definition 4.3.4 (Synchrone Schedules). Seien R, S C T'. Zwei Schedules o : R +— RZ? und
B: S +— R20 heiffen synchron, wenn gilt

(4) |rns = B|rRnS>
(17) r € R,s € S haben einen Konflikt = a(r) N B(s) = 0.

Eine Menge von Schedules heifit synchron, wenn je zwei Schedules synchron sind.

Definition 4.3.5. Zwei Mengen R,S C T' heiffen konfliktfrei, wenn kein r € R\ S und
s € S\ R mit r «~ s existiert, d.h. wenn fir zwei in Konflikl stehende Requests r,s € RUS
gilt: r,s € R oder r,s € S.

Satz 4.3.6. Scien R, S C I konfliktfreie Mengen und o ein Schedule fiir R und 3 ein Schedule
fiir S. Dann sind o und 3 genau dann synchron, wenn o pns = Birns gilt.

Beweis. Die Hinrichtung ist trivial. Sei nun « ein Schedule fiir R und g ein Schedule fiir S
mit o|gns = Brns. Dann bleibt die Bedingung (ii) fiir Synchronitidt zu zeigen. Sei r € R
und s € S mit r «~ s. Nach Voraussetzung ist dann r € S oder s € R. Falls r € S, so ist
a(r)np(s) = B(r)NB(s) = 0. Falls s € R, so folgt die Behauptung analog. O

Lemma 4.3.7 (Induzierter Schedule). Sei S C R C T und o : R+ R ein Schedule. Dann
ist g 1 S R=2 ein Schedule fir S mit der Linge loys| < af.

Der so definierte Schedule heiffit von « auf S induzierter Schedule.

Beweis. Es gilt fiir r,s € S

revws = a(r)na(s) =0 = ag(r) Nag(s) =0.

Offenbar ist weiter

]a|3] = max{a|5(7°) +4(r):re S}
= max{a(r) +(r) : 7 € S}
+4(r):r € R}

< max{a(r)

= |a|.
O

Satz 4.3.8 (Synchronitéit induzierter Schedules). Sei S,T C R C I' und « ein Schedule fiir
R . Dann sind die Schedules og und oy synchron.

Sind S; C RCUT firiel, sosind die Schedules «g, synchron.
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Beweis. Nach Lemma, ist
(s)isnr = aisnr = (7)) |57
Weiter gilt:
s € S,t € T haben einen Konflikt = a(s)Na(t) =0 = as(s) Nayp(t) = 0.
Ist S; C R CI'tiir ¢ € I, so sind fir je zwei j, k € I die Schedules a5, und g, synchron,
also ist die Menge der Schedules «g,, ¢ € I synchron. O

Satz und Definition 4.3.9 (Synchrone Vereinigung zweier Schedules). Seien R, S C I' und
a:R— R und 3: 8 — R20 synchrone Schedules fiir R und S. Dann ist

a(r) fallsr e R
B(r) fallsr ¢ R

ein Schedule fir RU S mit |a W B] = max(|al, []). Es ist a = (a W B)g und = (W §)5.

aWB:RUS — R, awﬁ(r):{

Deyr Schedule oW 3 heifit synchrone Vereinigung von o und f.

Beweis. Wir zeigen, dass a W 3 wohldefiniert und ein Schedule ist.

o aW [ ist wohldefiniert: Es tritt fiir r € RU S genau einer der Félle r € R oder r ¢ R
ein. Falls r ¢ R, so ist r € S, also ist 5(r) definiert. Falls » € R, so ist offenbar «(r)
definiert.

o a3 ist ein Schedule:

Wegen der Synchronitéit von o und g gilt fiir r € RN S
a W f(r) = alr) = 6(r).

Fiir in Konflikt stehende Requests r,s € R U S bleibt zu zeigen:

o —

aWB(r)NawpB(s) #0.

Falls r € R und s € S, so gilt dieses nach Definition der Synchronitét. Falls ;s € R so
gilt
ayB(r)NaWB(s) =a(r)Na(s) # 0.

Falls r, s € S so gilt analog

—

G A a8 B(s) = B(r) N Bls) # 0.
o Die induzierten Schedules sind o bzw. B: Nun ist fir r € R

(@@ B)r(r) = aw 5(r) = a(r)

und fiir s € §
(W B))s(s) = a W B(s) = B(s).
Somit folgt (oW 3)r = @ und (a W B)g = B.
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e FEsist |aW | = max(|al,|H]). Unmittelbar siecht man nun

laW 3] = max{a W B(r) +d(r) :r € RUS}
=max{{aWp(r)+d(r):re R} U{awp(r)+d(r):re S}}

=max {{a(r)+0(r) : 7 € R} U{B(r) +d(r) :r € S}}
= max(max{a(r) +(r) : r € R}, max{5(r) +d(r) : r € S})
= max(|al, [5]).

Die Vereinigung synchroner Schedules ist kommutativ, d.h. esist a W 8 = S W «.

Satz und Definition 4.3.10 (Sychrone Vereinigungen mehrerer Schedules). Sind «o; syn-
chrone Schedules fiir R;, i € I, so ist fiir R :=J;c; R

a:R— RY,

r— a;(r) fiir eini mit r € R;
ein Schedule fir R und es gill o\p, = a.

Der Schedule o heiffit synchrone Vereinigung von oy, © € I und wird bezeichnet mit

L—HOQ' = Q.

el

Beweis. e Die Abbildung o ist wohldefiniert: Zu jedem r € R ist a(r) eindeutig definiert.
Zur Eindeutigkeit: Sei r € R; und r € R;. Dann ist » € R; N R; und wegen der
Synchronitét von o; und o folgt o := ay(r) = a;(r).

Zur Existenz: Sei r € R = (J;c; Ri, dann gibt es ein i € I mit r € R; und a(r) = o;(r)
ist definiert.

e « ist ein Schedule: Seien r,s € R in Konflikt stehende Requests. Dann ist r € R; und
s € R; und wegen der Synchronitéit von o; und a; folgt

a(r)yna(s) = a;(r) Na;(s) = 0.
o Es gilt ayp, = oy Fiir r € R; gilt oy, (r) = a(r) = ai(r).
Lemma 4.3.11. Seien o; : R; — R2° fiiri =1,...,n Schedules. Dann ist dquivalent:
(i) Die Menge {a; :i=1,...,n} ist eine Menge synchroner Schedules.

(it) Fir j=1,...,n ist o synchron zu Lﬂz;ll Q.
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Beweis. Zur Hinrichtung (i) = (i4): Sei
j—1 Jj—1
R:URZ- und a:@ai.
i=1 i=1

Fir r € RN R; gibt es ein k € {1,...,j — 1} mit » € Rj. Dann gilt nach Definition
und Satz ¥.3.10] a(r) = oy (r) und wegen der Synchronitét von «j und «; die Gleichung
ag(r) = a;(r). Somit gilt:

Vr € RN R;:a(r) = ag(r) = a;(r) = apng, = | pAR, -
Seien r € R und s € R; in Konflikt stehende Requests. Dann gibt es ein k € {1,...,j — 1}
mit r € Ry und es gilt

T e~ S
— ag(r) Nag(s) =0
= a(r) Naj(s) = 0.

Zur Riickrichtung (i) == (i): Angenommen, es gédbe zwei nicht synchrone Schedules «;
und og, 0.B.d.A. j > [. Dann tritt mindestens einer der beiden folgenden Félle ein:

e Fiir ein Request r € R;NR; C R; N Ule R; gilt

) # ou(r U

also sind o und L-ijf;ll a; nicht synchron. Widerspruch.

e [Miir zwei in Konflikt stehende Requests r € R, s € R C U]f:l R; gilt

i1
0 # a;(r) N ai(s) = a;(r) N [ ails),
=1

also sind a; und &Jf;ll a; nicht synchron. Widerspruch.

4.3.2 Schedules zu Knotenmengen

Definition 4.3.12 (Schedule fiir Knotenmenge V). Sei V. C V zusammenhdngend. Fin

Schedule fiir Ty heiyfit Schedule fiir die Knotenmenge V. Im Folgenden nennen wir einen
Schedule fir V globalen Schedule und einen Schedule fiir {v} lokalen Schedule fiir v.

Satz 4.3.13 (Globaler Schedule induziert synchrone lokale Schedules). Sei o : V — RZ ein
globaler Schedule. Dann sind fir alle v € V die induzierten Schedules oy, synchron.

Beweis. Dieses folgt unmittelbar aus Satz [4.3.8] O
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Satz 4.3.14 (Synchronitéit benachbarter Schedules aquivalent zu globaler Synchronitit). Ses
V C V zusammenhdngend und fiir jedes v € V gebe es einen lokalen Schedule o, : T, — R0,
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Je zwei Schedules o, und cv, fiir beliebige Knoten v,w € V' sind synchron.

(i1) Je zwei Schedules o, und o, fir benachbarte Knoten v,w € V' sind synchron.
Gilt eine der beiden Aussagen, so gibt es einen Schedule B fir V mit Bir, = ay.
Beweis. Die Richtung (i) = (di) ist trivial. Zu (ii) = (i): Wir zeigen fiir beliebige v
und w die beiden Kriterien der Synchronitét.

e Fiir beliebige v,w € V und r € T, N Ty, ist oy (r) = auy(r):
Sei P = (v = x0,%1,...,Tpn-1,Tn = w) der eindeutig bestimmte Weg von v nach w.
Nach Lemma gilt dann r € I'y, fiir alle z;. Somit folgt wegen der Synchronitét
benachbarter Schedules

(1) = Qo (1) = gy (1) = -+ = g, (1) = (7).

e Fiir beliebige v, w € V und in Konflikt stehende € T', und s € T'y, ist oy, (1)Navy(s) # 0
Haben r € ', und s € I'y, einen Konflikt in einem Knoten z, so gibt es einen eindeutig
bestimmten Weg P von v nach z und @ von w nach z. Wegen r € I',N[", und s € I',,N[,
gilt nach der bereits bewiesenen Aussage ay,(r) = a,(r) und au,(s) = a,(s) und somit

&3(r) N dn(s) = ax(r) Nas(s) = 0.

Gilt eine der beiden Aussagen, so lisst sich [ definieren als

8= H—J Qy.

veV
L]

Satz 4.3.15. Seien V.W C V zusammenhdngende benachbarte Mengen. Dann sind Ty und
T'w konfliktfres.

Beweis. Seien r € I'yy und s € I'yy in Konflikt stehende Requests. Nach Lemma [4.2.26| haben
sie dann einen Konflikt in V' oder in W. Somit ist auch r € I'yyy oder s € T'y,. ]

Satz 4.3.16. Sei N kein VD-MC-Netzwerk. Sei V CV und o : I'y — R29 eine Abbildunyg.
Dann ist a ein Schedule fir V' genau dann, wenn gilt

rewy s = a(r)Na(s) = 0. (4.3)

Beweis. Ist nun « ein Schedule fiir V), so ist nach Satz
remy 8§ = 1 e s = alr)Nnal(s) =0.

Ist umgekehrt die Aussage aus (4.3) erfiillt, so gilt fiir in Konflikt stehende » und s nach
Satz
Tem s = T ewy s = a(r)Nal(s) =0.

und somit ist « ein Schedule. OJ
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4.3.3 Schedules in Broadcast-Netzwerken

Neben Unicast- und Multicast-Netzwerken gibt es Broadcast-Netzwerke. Dort gibt es aus-
schlieflich Requests von einem Device zu allen anderen. Das heift, jedes Request r hat einen
Kommunikationsbaum K B(d,D \ {d}). Ein Broadcast-Netzwerk ist somit nur ein spezielles
Multicast-Netzwerk. Abgesehen von trivialen Netzwerken mit nur zwei Devices haben dann
je zwei Requests einen Konflikt.

Lemma 4.3.17. Es gebe mindestens drei Devices. Dann haben je zwei Requests einen Kon-

flikt.

Beweis. Sei r das Request von dy zu D \ {d;} und s von dy zu D \ {d2}. Dann gibt es ein
weiteres Device ds. Nun enthalten K B(r) und K B(s) die Kommunikationslinie K L(dy, d3)
bzw. K L(da,ds). Da d3 ein Blatt ist, gibt es eine eindeutige zu ds inzidente Kante e. Es ist
e € Exr(d, ) N ExL(dy,ds) 1nd el Lldrds)t — o = K L(d2,d3)+ ynd somit

KL(dl,dg) MKL(dQ,dg) - KB(’I“) MKB(S) = T & S,

O]

Fiir triviale Netzwerke mit zwei Devices hat G die Form eines Weges und die Requests entspre-
chen Unicast-Requests. Nach Korollar haben in diesem Fall in Halbduplex-Netzwerken
je zwei Requests einen Konflikt, in Vollduplex-Netzwerken haben zwei Requests genau dann
einen Konflikt, wenn sie dieselbe Richtung haben.

Unmittelbar ergibt sich fiir Broadcast-Netzwerke der folgende Satz:

Satz 4.3.18. Ist das Broadcast-Netzwerk N ein Vollduplez-Netzwerk mit mindestens 3 Kno-
ten oder ein Halbduplez-Netzwerk, so ist fiir die Requests R = {r; :i =1,...,n} der rekursiv
definierte Schedule

a:Rw— R0, rk—>25(ri)
i=1

optimal und hat die Linge

25(7").

reR

Beweis. Da je zwei Requests in Konflikt stehen, kénnen keine zwei Requests gleichzeitig
ausgefiihrt werden. Werden alle Requests unmittelbar hintereinander geschedulet, so entsteht
obiger optimaler Schedule. O

Bemerkung 4.3.19 (Broadcast-Vollduplex-Netzwerke mit zwei Devices). Ist das Netzwerk
N ein Broadcast-Vollduplex-Netzwerk mit nur zwei Devices di, da, so definiert man Ry als
die Menge der Requests von dj nach ds und Ry als die Menge der Requests von ds nach d;.
Nun definiert man a; bzw. as als den in Satz [4.3.1§| beschriebenen Schedule fiir Ry bzw. Ro.
Da R; und Rs disjunkt sind und keine zwei Requests r; € Ry und ro € Ry einen Konflikt
haben, sind a; und a9 synchronisierbar und offenbar « := a3 W as ein Schedule der Lange
|| := max(|aq], |az|). Dieser ist auf Grund der Optimalitdt von «; und ag optimal.
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4.4 Konfliktgraphen

Die Konfliktstrukturen einer Requestmenge R kénnen in Knoten- oder Kantenkonfliktgraphen
gespeichert werden.

In Knotenkonfliktgraphen werden die Requests durch Knoten reprisentiert und zwei Knoten
sind genau dann benachbart, wenn sie einen Konflikt haben. Wird der Konfliktgraph in einer
Adjazenzliste gespeichert, lassen sich fiir einen Knoten r € R in O(d(r)) alle zu r in Konflikt
stehenden Requests auflisten. Das Priifen, ob zwei Requests einen Konflikt haben, dauert
ebenfalls O(d(r)). Wird er in einer Adjazenzmatrix gespeichert, so ldsst sich in konstanter
Zeit priifen, ob zwei Requests einen Konflikt haben. Das Auflisten aller mit r in Konflikt
stehenden Requests dauert O(|R|).

In Kantenkonfliktgraphen werden die Requests durch Kanten représentiert und zwei Kanten
sind genau dann adjazent, wenn sie einen Konflikt haben. Eine solche Darstellung ist nur
dann fiir jede Requestmenge moglich, wenn auch Multihypergraphen zugelassen werden. Der
Kantenkonfliktgraph fiir eine Menge I';, ist jedoch ein Multigraph.

Haben alle Requests dieselbe Ubertragungslinge, so ist das Finden eines Schedules sogar
dquivalent zur Fiarbung des Konfliktgraphen. Dieser Zusammenhang wird in Abschnitt
ndher untersucht werden.

4.4.1 Knotenkonfliktgraphen

Zu einer Menge R von Requests definieren wir den Knotenkonfliktgraphen C'(R). Bei diesem
entsprechen die Requests den Knoten und zwei Requests sind genau dann benachbart, wenn
sie einen Konflikt haben.

Definition 4.4.1 (Knotenkonfliktgraph zu R). Sei R C I'. Dann definiere den Knotenkon-
fliktgraph C(R) = (V, E) durch

V =R,
E:={{r,s} €V2:irens}.

Satz 4.4.2. Fir den Knotenkonfliktgraph C(R) gilt:
(i) Der Knotenkonfliktgraph C(R) ist einfach und schlingenfrei.
(i1) Zwei Requests r,s € R haben genau dann einen Konflikt, wenn sie in C(R) benachbart

sind.

Beweis. Zu (i): Die Einfachheit ist offensichtlich. Des Weiteren steht kein Request mit sich
selbst in Konflikt, daher ist C'(R) schlingenfrei.

Zu (ii): Nach Definition von C(R) gilt r «w s <= {r,s} € E.
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4.4.2 Kantenkonfliktgraphen

Im Gegensatz zum Knotenkonfliktgraph, in dem die Requests den Knoten entsprechen und
zwei Knoten genau im Falle eines Konflikts benachbart sind, werden die Requests im Kanten-
konfliktgraph durch Kanten représentiert. Zwei Kanten sind genau dann adjazent, wenn die
entsprechenden Requests einen Konflikt haben. Der Kantenkonfliktgraph ist der Liniengraph
des Knotenkonfliktgraphen.

Wir definieren den Kantenkonfliktgraphen fiir Requestmengen I', durch einen Knoten v nun
fiir die verschiedenen Netzwerktypen. Dabei wird jedoch kein Kantenkonfliktgraph fiir V D-
M C-Netzwerke definiert, da sich dort nicht lokal an dem Knoten v erkennen l&sst, ob zwei
Requests 7, s € I',, einen Konflikt haben.

4.4.2.1 HD-UC-Kantenkonfliktgraph zu v

Satz und Definition 4.4.3 (HD-UC-Kantenkonfliktgraph zu v). Sei V ein HD-UC'-
Netzwerk und v kein Blatt. Dann definiere den ungerichteten Multigraphen C = (V, E,g)
2u v durch

V :=E(v),

E:=T,,

g: Ew— V2 r— Erri(v).

Im Folgenden bezeichnen wir C' als H D-UC-Kantenkonfliktgraph zu v.

Dann haben zwei Requests r,s € I'y in einem H D-UC-Netzwerk genau dann einen Konflikt,
wenn sie im HD-UC-Kantenkonfliktgraphen zu v adjazent sind.

Beweis. Damit der Graph wohldefiniert ist, muss fiir alle r € E auch Exp,)(v) € V2 gelten.
Dieses ist nach Definition jedoch sichergestellt, da v kein Randknoten von K L(r) ist
und jeder innere Knoten eines Weges zwei inzidente Kanten hat.

Weiter gilt nach Satz
T e S
=7 ey S
< Je € Egpr(v) N Exps)(v)
<= Je € g(r)Ng(s)
<= r und s sind adjazent in C.
O

Bemerkung 4.4.4 (HD-UC-Kantenkonfliktgraph fiir Blatter v). Fiir ein Blatt v haben je
zwei Requests r, s € 'y, einen Konflikt. Daher definiert man den Konfliktgraph C' = (V| E, g)
durch

V = {’1)1,’[)2},
E:=T1,,
g:El—»Vg, r — {vy,va}.
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Offenbar haben auch hier zwei Requests genau dann einen Konflikt, wenn sie in C adjazent
sind.

Dieser Graph lasst sich wie folgt konstruieren: Sei e = vw die einzige zu v inzidente Kante.
Dann wird in den Graphen G ein zusétzlicher Knoten x eingefiigt und die Kante vw durch
die Kanten vx und zw ersetzt. Anschliefend wird der Konfliktgraph fiir x erzeugt. Dieser
entspricht dem oben definierten Konfliktgraphen.

4.4.2.2 HD-MC-Kantenkonfliktgraph zu v

Fiir einen Kommunikationsbaum K ist Gx = (Vk, Fx) ein Baum, so dass mit Ex(v) die
Menge der in Gg zu v inzidenten Kanten bezeichnet wird.

Satz und Definition 4.4.5 (HD-MC-Kantenkonfliktgraph zu v). Sei V ein HD-UC-
Netzwerk. Dann definiere den ungerichteten Hypermultigraphen C = (V, E, g) zu v durch

V :=E(v),
E:=T,,
gEHP(V), T’_)EKB(T)(U)'

Im Folgenden bezeichnen wir C' ols H D-MC-Kantenkonfliktgraph zu v.

Dann haben zwei Requests r,s € T'y, in einem H D-MC'-Netzwerk genau dann einen Konflikt,
wenn sie im HD-MC-Kantenkonfliktgraphen zu v adjazent sind.

Beweis. Offenbar ist fiir alle r € E auch g(r) = Exp((v) € P(V), somit ist C' wohldefiniert.
Weiter gilt nach Satz [4.2.13|und Satz 4.2.15

T e~ S

=T ey S

< Jde € Exp(r)(v) N Exp(s)(v)
< Je € g(r)Ng(s)

<= r und s sind adjazent in C.

4.4.2.3 V D-UC-Kantenkonfliktgraph zu v

Die Konstruktion der H D-Kantenkonfliktgraphen basiert wesentlich darauf, dass Requests
in Halbduplex-Netzwerken genau dann einen Konflikt in v haben, wenn ihre Kommunikati-
onslinien eine zu v adjazente Kante gemeinsam enthalten. Daher geniigte es, jedem Request r
(als Kante) die zu v adjazenten Kanten aus E, als Randpunkte zuzuordnen.

Diese Analogie lasst sich nicht unmittelbar auf Vollduplex-Netzwerke {ibertragen, da dort
die Richtung, in der die Kante durchlaufen wird, eine Rolle spielt. Daher wird jede Kante
e € E im V D-Kantenkonfliktgraphen durch Knoten e;, und ey fiir die eingehende und die
ausgehende Richtung reprisentiert.
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Satz und Definition 4.4.6 (V D-UC-Kantenkonfliktgraph zu v). Sei v € V kein Blait.
Dann definiere den ungerichteten Konflikt-Multigraphen C = (V, E, g) zu v durch

V= Vi U Vo mit Vin = {ein : e € E(v)}, Vout = {eout : € € E(v)},
E:=T,,
g:Em V2 e (0KEO7), WFEOT) .

Im Folgenden bezeichnen wir C' als V D-UC-Kantenkonfliktgraph zu v.

Dann haben zwei Requests r,s € T'y, in einem Vollduplez- Netzwerk genau dann einen Konflikt,
wenn ste im V D-Kantenkonfliktgraphen zu v adjazent sind.

Beweis. Der Graph ist offenbar wohldefiniert, da (v5L)=);, und (v5L0+), ., zu jedem
Request r € I', eindeutig definiert sind.

Weiter gilt nach Satz

r e~ S

=1 ey S

KL(r)+ KL(s) KL(r)— _ eKL(S)*

Toderv=e
KL(r)— _ Q]KL(s)—

<= Jde € Egr((v) N Egps)(v) mit v=e =e

KL(r)+ _ UKL(S)+

<= Je € Egry(v) N Egps)(v) mit e = v oder e = v

= 3e € Bgp(v) N Egps)(v) mit e, = (0FH07), = @FHE7),,
(UKL(T)+) _ (UKL(S)+)O

oder e,y =

out ut

<= de € E(v) mit e;, € g(r) Ng(s) oder eour € g(r) N g(s)
> g(r)Ng(s) # 0
<= r und s sind adjazent in C.

O

Bemerkung 4.4.7 (V D-UC-Kantenkonfliktgraph fiir Blatter v). Sei v ein Blatt und e = vw
die einzige zu v adjazente Kante. Dann haben zwei Requests r,s € I', genau dann einen
Konflikt, wenn "~ = e*~ ist.

Mit R, ={reTl,:e¢"~ =v}und R, = {r € I', : €~ = w} haben je zwei Requests aus R,
und Ry, einen Konflikt. Daher definiert man den Konfliktgraph C' = (V, E, g) durch

V= {einv €out, fin; fout},
E =T,
{eouta fln} falls €KL(T)_ =,

E— V% r—
’ {{einu fout} falls BKL(T)_ = w

Offenbar haben auch hier zwei Requests genau dann einen Konflikt, wenn sie in C adjazent
sind.

Analog zum H D-UC-Fall lésst sich auch dieser Graph wie folgt konstruieren: In den Graphen
G wird ein zusétzlicher Knoten x eingefiigt und die Kante vw durch die Kanten vx und zw
ersetzt. Anschliefend wird der Konfliktgraph fiir den inneren Knoten x erzeugt. Dieser ist
isomorph zu dem oben definierten Konfliktgraphen.
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Satz 4.4.8 (Der V D-UC-Kantenkonfliktgraph ist bipartit). Sei v € V. Dann ist der VD-
UC'-Kantenkonfliktgraph C(E,V,g) zu v bipartit.

Beweis. Wir unterscheiden, ob v ein Blatt ist.

e Sei v kein Blatt. Zu jeder Kante r € F ist g(r) = {(v¥F0) =), (wFE0T) 4} Also
verbindet jede Kante aus F einen Knoten aus Vj, mit einem Knoten aus V,,;. Daher
sind keine zwel Knoten aus Vj, bzw. V,,: benachbart.

Nun l&sst sich leicht eine 2-Farbung fiir C' definieren:

1 fiir x = e;p € Vi,

c:V—{1,2}, a:—>:{

2 fiir x = epur € Vour-

Dieses ist offenbar eine Férbung, denn seien z und y benachbart in C, dann ist 0.B.d.A.
x € Vip und y € Vpyy und somit ¢(z) =1 # 2 = ¢(y).

e IMiir ein Blatt v lasst sich eine 2-Farbung fiir C' definieren durch

c:V—{1,2}, clein) = c(fin) =1, cleout) = c(four) = 2.

4.5 Algorithmen

Bemerkung 4.5.1 (Annahme zur Komplexititsberechnung). Um bei der Angabe der Zeit-
komplexitit keine Sonderfille betrachten zu miissen, nehmen wir an, dass durch jede Kante
mindestens ein Request verlauft. Gibt es eine Kante, die von keinem Request bendtigt wird,
so kann diese im Modell weggelassen werden.

Des Weiteren nehmen wir an, dass in M C-Netzwerken die Anzahl |Ziel(r)| der Zieldevices
eines Requests r durch eine Konstante M beschrinkt ist. Im Unicast-Fall definieren wir
M :=1.

Lemma 4.5.2 (Hilfsmittel zur Komplexitatsberechnung). FEs ist

O (Z IFUI> C O(|T'] - 1(9))-

veV

Beweis. Addiert man fiir jeden Knoten die Anzahl der Requests durch diesen Knoten, so wird
jedes Request r fiir jeden enthaltenen Knoten einmal gezéhlt, also |V, |-fach. Entsprechend
lasst sich der Wert berechnen, wenn fiir jedes Request r die Anzahl |V;| der Knoten addiert

wird, d.h. es gilt
Mo =) Vil

veV rel’
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Im Unicast-Fall ist |V,.| = [Vgro)| < U(G) +1 =M - (I(G) + 1), im Multicast-Fall ist |V, =
Vi@ < M- (I(G) + 1). Daher folgt

ST => Vel <> M- (U(G)+1) =M || - (I(G) + 1)

veV rel’ rel’

— 0 (Z ym) c O(IT] - 1(G)).

veV

4.5.1 Datenstrukturen und deren Erzeugung

Reprdsentation einer partiellen Funktion Zu einer endlichen Menge X C V oder X C T’
soll oft eine lokale Abbildung 1 : X — A erstellt werden. Diese muss Lese- und Schreibzugrif-
fe in konstanter Zeit ermoglichen. In der Praxis konnen solche Abbildungen in Hashtabellen
gespeichert werden. Auf Grund von Hash-Konflikten liefern diese aus komplexitéitstheoreti-
scher Sicht jedoch nur eine lineare Zugriffszeit. Daher wird im Folgenden eine andere Struktur
fiir partielle Funktionen vorgestellt.

Definition 4.5.3 (Lokale Indizierung einer Menge). Sei X C N eine endliche Menge. Wir
bezeichnen die Elemente von X als globalen Index. Dann definieren wir die Menge @ der
lokalen Indizes.

Dazu wird als Array eine bijektive Abbildung (lokale Indizierung von X ) definiert
e |X]— X, i — ;.
Zu gegebenem lokalen Index i ldsst sich der globale Index p; nun in konstanter Zeit ermitteln.

Definition 4.5.4 (Partielle Abbildung). Fine partielle Abbildung ¢ : X — A ldsst sich nun
durch eine lokale Indizierung ¢ : | X| — X von X und einer Abbildung ¢' : |X| — A mit
V(i) = () definieren. Wir nennen diese Darstellung ' von 1) lokale Abbildung beziiglich
der lokalen Indizierung .

Diese Datenstruktur erméglichit:

o Fliir lokale Variablen i Lesen und Schreiben des Funktionswertes ¥’ (i) = 1(p;) in kon-
stanter Zeit.
e Das Lesen und Schreiben aller Funktionswerte fir globale Variablen in O(|X|).

Représentation eines Pfades Ein Pfad P ist in einfachen Graphen eine doppelt verkettete
Kantenliste von Knoten. Er enthélt

e Die Indizes Anfangsknoten(P) und Endknoten(P).

e Die Funktionen EntferneAnfangsknoten(P) und Entferne Endknoten(P ) mit konstanter
Laufzeit.

e Die Funktionen FigeHinzuAnfangsknoten(P,v) und FigeHinzuEndknoten(P,v), die an
den Anfang bzw. das Ende des Pfades in konstanter Laufzeit einen Knoten v hinzufiigt.

e Eine Funktion Invertiere(P) zur Berechnung von P~! in linearer Laufzeit.

Weiter gibt es eine Methode Verkette(P,Q ), die zwei Pfade in konstanter Zeit verkettet.
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Reprdsentation eines Baums Ein statischer Baum G = (V| E) ldsst sich in einer Array-
Struktur speichern. Dazu nummeriert man die Knoten, d.h. esist V' = |V|. Die Nummerierung
sei so, dass 0 die Wurzel ist und fiir jeden Knoten v alle Nachfolger eine gréfere Nummer als
v haben. Implizit erhdlt man eine Nummerierung der Kanten, indem mane=1,...,|V| -1
mit der Kante zwischen e und dem Vater von e identifiziert. Somit ist £ = {1,...,|E|—1}.

Wir bezeichnen nun die Anzahl der Nachfolger eines Knotens v mit

5 () d(v) falls v = 0 die Baumwurzel ist,
v) =
d(v) =1 sonst.

Zu jedem Knoten v des Baums sind in Arrays folgende Daten gespeichert:

e Eine lokale Indizierung Nach,, : {0,...,0'(v)} — N(v) U {oo} aller Nachbarknoten von
v. Dabei sei Nachy(0) = oo, da die Wurzel keinen Vater hat und ansonsten Nach,(0)
der Vater von v.

e Wir definieren der Ubersicht halber Vater(v) = Nach,(0) und Nachfolger(v) =
{Nachy(i) :i=1,...,0'(v)}.

e Implizit erhalt man dadurch eine lokale Indizierung Kante, der zu v inzidenten Kanten
gegeben durch

v falls 7 =0

Kante, : {07 s 75/(”)} = E(U) U {00}7 Kantev(i) B {Nach (1> sonst

Insbesondere hat — falls v nicht die Wurzel ist — die Kante von v zum Vater von v den
lokalen Index 0.

Dann gibt es eine Funktion Wurzelpfad(v), die in linearer Zeit der Weglinge einen Weg von
der Baumwurzel zu v berechnet.

Reprdsentation des Netzwerks Das Modell des Netzwerks soll so gespeichert werden, dass
die Berechnungen effizient méglich sind. Dazu wird der Graph des Netzwerks in oben be-
schriebener Baumstruktur gespeichert. Des Weiteren werden neben den Knoten auch die
Requests als T' = |T'| durchnummeriert.

Fiir das Netzwerk werden boolesche Variablen Duplex und Cast iiber die Art des Netzwerks
gespeichert.

Zu jedem Request sind in Arrays folgende Daten gespeichert
e Die Ubertragungsdauer §(r) zu jedem Request 7.
e Das Device Quelle(r) zu jedem Request 7.
e Im UC-Netzwerk

— das Device Ziel(r),
— die Kommunikationslinie K L(r) als Weg.
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e Im MC(C-Netzwerk

— eine lokale Indizierung Ziel, aller Elemente aus Ziel(r),
— den Kommunikationsbaum K B(r) als Menge von Kommunikationslinien.

Neben diesen Datenstrukturen werden zur Effizienzsteigerung noch redundante Daten ge-
speichert. Diese sind statisch und kénnen bei der Erstellung des Netzwerks bzw. dem Finden
der Kommunikationslinien oder Kommunikationsbdume ohne zusitzlichen Aufwand erzeugt
werden. Implementierungstechnische Details zu diesen Strukturen sollen in den dargestellten
Algorithmen nicht betrachtet werden.

Zu jedem Knoten v werden die durch v verlaufenden Requests gespeichert. Diese werden nach
einkommender und ausgehender Kante sortiert. Genauer:

e Es wird eine lokale Indizierung +, : M — Iy, der Requests durch v definiert.

e In UC-Netzwerken: Zu jedem Request wird beziiglich des lokalen Index r des Requests
der lokale Index der Eingangskante v"~ und der Ausgangskante v"t gespeichert.

e In MC-Netzwerken: Zu jedem Request wird beziiglich des lokalen Index r des Re-
quests der lokale Index der Eingangskante v~ und die Menge der lokalen Indizes der
Ausgangskanten v"* gespeichert.

e 7Zu jeder zu v adjazenten Kante e (als lokaler Index) wird eine Liste in,(e) aller durch
e in v hinein verlaufenden Requests (d.h. mit v"~ = e) und eine Liste out,(e) aller
durch e aus v heraus verlaufenden Requests (d.h. in UC-Netzwerken mit v"* = e und
in M C-Netzwerken mit e € v") gespeichert.

Algorithmus 11 : Find-KL
Berechnung der Kommunikationslinie zwischen zwei Devices

Daten : G: Der baumformige Graph des Netzwerks.
Parameter : di: Quelldevice der Kommunikationslinie.

do: Zieldevice der Kommunikationslinie.
Riickgabewert : Die Kommunikationslinie K L(dy, d2).
Komplexitit : O(I(G9)).

1 Funktion Find-KL(d;: Device, ds: Device)
2 w := Wurzel(G);

3 P := Wurzelpfad(G,d; );

4 Q := Wurzelpfad(G,ds);

Zi=00; // Im Folgenden jeweils der entfernte Anfangsknoten
while Anfangsknoten(P )=Anfangsknoten(Q) do

z := Anfangsknoten(P);

EntferneAnfangsknoten(P);

EntferneAnfangsknoten(Q);

© ;N o w;m

10 P := FugeHinzuAnfangsknoten(P,z);
11 P~!:= Tnvertiere( P);

12 return Verkette(P~1,Q);

13 end
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Satz 4.5.5. Der Algorithmus Find-KL (vgl. Algom'thmus berechnet die Kommunikations-
linte KL(dy,d2) zwischen zwei Devices in O(1(G)).

Beweis. Der Weg von der Wurzel zu einem Knoten ist in O(I(G)) zu finden. Die While-
Schleife wird maximal O(I(G)) mal durchlaufen. Daher ist die Komplexitat O(I(G)). Zu
jeder Zeit des Algorithmus ist zu Beginn der While-Schleife P = (z;,...,2y—1,2, = d1) und
Q= (Yj,--Ym—1,Ym = do) mit x; = y;, dann wird z := x; definiert. Die Schleife terminiert,
wenn das erste j erreicht wird, so dass x; # y; ist. Dann ist z = x;_1 = y;_1. Zuriickgegeben
wird P712Q = (d1, -1, .-+, 2j, 2,Yjs - - -, Ym—1, d2), also ein Weg von dy nach ds. O

Das Finden der Kommunikationslinien aller Requests dauert O(|'| - [(G)). Dabei kénnen die
redundanten Daten ohne Mehraufwand in der Datenstruktur gespeichert werden.

Algorithmus 12 : Find-KB
Finden der Kommunikationsbidume zwischen einem Device und einer Menge von Devices

Daten : G: Der baumférmige Graph des Netzwerks.
Parameter : d: Quelldevice.

D: Eine Menge von Zieldevices.
Riickgabewert : Der Kommunikationsbaum K B(d, D).
Komplexitit : O(1(G)).

1 Funktion Find-KB(d: Device, D: Devicemenge)

2 K=10; // Die zu Beginn leere Kommunikationsmenge
3 foreach t € D do K := K UFind-KL(d, t);

4 return K;

5 end

Satz 4.5.6. Der Algorithmus Find-KB (vgl. Algorithmus[12) berechnet den Kommunikations-
baum K B(d, D) von dem Device d zur Devicemenge D in O(1(G)).

Beweis. Offenbar wird die Schleife genau |D| < M mal durchlaufen und die Komplexitét
eines Durchlaufs ist O(1(G)). Somit ergibt sich insgesamt eine Komplexitit von

O(ID[-1(9)) € O(M - 1(G)) = O((9))-
O

Das Finden der Kommunikationsbdume aller Requests dauert daher O(|T'| - I(G)). Dabei
kénnen die redundanten Daten ohne zusétzlichen Aufwand in der Datenstruktur gespeichert
werden.

4.5.2 Schedules
Bemerkung 4.5.7 (Représentation der Schedules im Computer). Ein globaler Schedule
a: T +— R20 wird in einem Array von FlieRkommazahlen gespeichert.

Fiir einen Schedule a : R — R0 fiir die Menge R C I' wird - falls nicht bereits vorgegeben —
eine lokale Indizierung ¢ von R konstruiert und anschliefend die lokale Abbildung beziiglich
der lokalen Indizierung ¢ gespeichert.
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Algorithmus 13 : SchedUnion
Vereinigung eines lokalen mit einem globalen Schedule
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
Parameter : a: Schedule fiir R, in einem Array als globaler Schedule gespeichert.
B: Schedule fiir die Menge S beziiglich der lokalen Indizierung ¢ von S.
©: Lokale Indizierung der Menge S.
Riickgabewert : Die synchrone Vereinigung aw 3 fiir R U S als globalen Schedule.
Komplexitit : O(|5]).
1 Funktion SchedUnion(a: Schedule, 3: Schedule, ¢: lokale Indizierung von S)
2 foreach j € @ do a(p(j)) = B(9);
3 return «;
4 end

Satz 4.5.8. Ist o : R +— R20 cin als Array gespeicherter globaler Schedule und 3 : S — RZ9
ein zu a synchroner Schedule beziiglich der lokalen Indizierung ¢, so berechnet der Algorith-
mus SchedUnion in O(|S|) die Vereinigung o (.

Beweis. Wegen ¢(S) = S durchlauft ¢(j) alle Requests aus S und fiir jedes Request s € S
wird «(s) beziiglich des globalen Index auf den Wert (3(s) beziiglich des lokalen Index gesetzt.
Da die Schleife |S| mal durchlaufen wird, folgt die Laufzeit unmittelbar. O

Algorithmus 14 : MultiSchedUnion
Vereinigung synchroner Schedules
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
Parameter : R: Eine Familie (R;);=1,.., von Requestmengen.
«: Ein Schedule fiir die Menge R, in einem Array als globaler Schedule
gespeichert.
Riickgabewert : Der Schedule (l#,c; ;) & cv.
Komplexitit : Ist die Komplexitit der Erzeugung von f; in O(g(7)), so ist die
Gesamtkomplexitat O3, (g(7) + |Ri])).

1 Funktion MultiSchedUnion(a: Schedule, R: Familie von Requestmengen)

2 foreach R; € R do

3 B sei zu a synchroner Schedule fiir R; beziiglich lokaler Indizierung ;;
4 L a := SchedUnion(a, 5;, ¢;);

5 return q;

6 end

Satz 4.5.9. Die Konstruktion des Schedules (3; habe eine Komplezitit O(g(i)). Der in Algo-
rithmus [14] dargestellte Algorithmus MultiSchedUnion berechnet in O(3",c;(9(i) + |Ri|)) die

synchrone Vereinigung

a&)(L—ljﬁZ).

el
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Beweis. Sei im i-ten Schritt «; der Schedule oW (Lﬂ;;ll ﬁk). Dann ist §; synchronisierbar zu

a; und es wird a; W 3; = aW (&Jz;ll ﬂk> berechnet.

Fiir jedes R; € R ist die Komplexitat O(g(i)+|R;|). Daraus ergibt sich die Gesamtkomplexitit
O ier(9(i) + [Ril))- u

Korollar 4.5.10. (i) Sind o und alle Schedules 3; synchron, so berechnet MultiSchedUnion
die synchrone Vereinigung ot (Lﬂiel ﬁi).

(ii) Ist o ein leerer Schedule und alle (3; synchron, so berechnet MultiSchedUnion die syn-
chrone Vereinigung \H;c; Bi-

Beweis. (i) Da o« und alle §; synchron sind, ist nach Lemma (4.2.25| in jedem Schritt b,
synchron zu L+Jz;11 0; und die Aussage folgt aus Satz .

(ii) Dieses folgt unmittelbar aus (i).

Ein Spezialfall des Algorithmus MultiSchedUnion ist der Algorithmus GlobalSchedUnion. Dort
wird fiir jeden Knoten v € V ein Schedule g, fiir I', konstruiert. Dieser Spezialfall ist von
besonderer Bedeutung und in Algorithmus [15 dargestellt.

Algorithmus 15 : GlobalSchedUnion
Vereinigung synchroner Schedules
Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
Riickgabewert : Ein globaler Schedule.
Komplexitét : O3,y g(v) + [T -1(G)).
Funktion GlobalSchedUnion
o := leerer globaler Schedule;
foreach v € V do
By sei zu « synchroner Schedule fiir I',, beziiglich der lokalen Indizierung ~,;
L a := SchedUnion(«, By, 1);

6 return o;
7 end

[ O U

Satz 4.5.11 (Konstruktion eines globalen Schedules aus synchronen lokalen Schedules). Die
Konstruktion des Schedules (3, habe eine Komplezitat O(g(v)). Dann berechnet der in Al-
gorithmus dargestellte Algorithmus GlobalSchedUnion in O} v g(v) + |T'| - 1(G)) den
globalen Schedule |,y B

Beweis. Der Algorithmus ist eine spezielle Version von MultiSchedUnion (siehe Algorith-
mus [14). Nach Satz und wegen |J, oy ['v = I' berechnet dieser den globalen Schedule

L-!-J’UEV /Bv‘
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Mit der Initialisierung des globalen Schedules « in O(|T'|) ergibt sich nach Satz und
Lemma eine Laufzeit von

GlobalSchedUnion € O(|T'|) + O (Z( (v) +[Tw]) ) (Zg + [T -1 )) .

veV veV

4.5.3 Erstellung der Konfliktgraphen

Im Folgenden sollen nun Algorithmen fiir die Erstellung von Konfliktgraphen vorgestellt
werden.

4.5.3.1 Kantenkonfliktgraphen

Algorithmus 16 : HD-UC-Kantenkonfliktgraph
Erstellung des Kantenkonfliktgraphen fiir I,
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
Parameter : v: Knoten, so dass der Konfliktgraph fiir I';, zu bestimmen ist.
Riickgabewert : Der Kantenkonfliktgraph als Adjazenzliste.
Komplexitit : O(|V| + |E|) beziiglich des Konfliktgraphen, d.h. O(d(v) + |I'y]).

1 Funktion H D-UC-Kantenkonfliktgraph(v: Knoten)
2 C := Array [1,...,|E(v)|] of Liste ; // Konfliktgraph als Adjazenzliste
foreach r € I';, do
// Fiige Kante {v"~,v""} in den Konfliktgraphen ein.
4 Clhv""]:=C"JU{v"};
Clh"t]:=Ch" T u{v" };
return C,
7 end

Die Erstellung der HD-UC-, HD-MC- und V D-UC-Kantenkonfliktgraphen fiir die Menge
I'y, der Requests durch den Knoten v verlduft direkt nach der Definition. Es wird mit einem
kantenleeren Graphen begonnen und fiir jedes Request werden Kanten hinzugefiigt:

e Im HD-UC-Kantenkonfliktgraph die Kante mit den Randknoten Eg ;) (v).

e Im HD-MC-Kantenkonfliktgraph die Hyperkante mit den Randknoten {v"~} Uv"*
(dieses ist eine Hyperkante, da die Menge v" " mehrere Knoten enthalten kann).

e Im V D-UC-Kantenkonfliktgraph die Kante zwischen v~ und vt

Dieses dauert jeweils fiir ein Request konstante Zeit, insgesamt also O(|T'y|). Wegen der
Erzeugung der Datenstruktur ergibt sich somit jeweils eine Komplexitit von O(d(v) + |I']).
Dieses entspricht einer Komplexitit von O(|V| + |E|) beziiglich des Konfliktgraphen und ist
somit optimal.
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Algorithmus 17 : HD-MC-Kantenkonfliktgraph
Erstellung des Kantenkonfliktgraphen fiir T,

N

Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.

Parameter : v: Knoten, so dass der Konfliktgraph fiir I, zu bestimmen ist.
Riickgabewert : Der Kantenkonfliktgraph als Adjazenzliste.

Komplexitit : O(|V| + |E|) beziiglich des Konfliktgraphen, d.h. O(d(v) + |T'y|).

Funktion H D-M C-Kantenkonfliktgraph(v: Knoten)
C := Array [1,...,|E(v)|| of Liste ; // Konfliktgraph als Adjazenzliste
foreach r € I';, do
// Fiige Hyperkante {v"~}Uv"" in den Konfliktgraphen ein.
e := Hyperkante mit den Knoten {v"~} Uv"t;
Cl" ] :=Cv""|U{e};
foreach w € vt do Clw] := Clw] U {e};
return C
end

Algorithmus 18 : VD-UC-Kantenkonfliktgraph
Erstellung des Kantenkonfliktgraphen fiir I,

N =

Daten : A: Die Struktur des Netzwerks.

Eine Nummerierung der Knoten {e;, €put : € € E(v)} mit 1,...,2|E(v)].
Parameter : v: Knoten, so dass der Konfliktgraph fiir I', zu bestimmen ist.
Riickgabewert : Der Kantenkonfliktgraph als Adjazenzliste.

Komplexitit : O(|V| + |E|) beziiglich des Konfliktgraphen, d.h. O(d(v) + |T'y]).

Funktion V D-UC-Kantenkonfliktgraph(v: Knoten)
C := Array [1,...,2|E(v)|] of Liste ; // Konfliktgraph als Adjazenzliste
foreach r € ', do
// Fiige Kante {v} ,v/"} in den Konfliktgraphen ein.
Clvj, ] = Clvj,, ] U vy
Clugu) = Clug] U vy, ;
return C,;
end
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4.5.3.2 Knotenkonfliktgraphen

Der Algorithmus zur Erzeugung des Knotenkonfliktgraphen fiir einen Knoten v fiigt im We-
sentlichen fiir je zwei in Konflikt stehende Requests 7, s die Kante {r, s} in den Konfliktgra-
phen ein. Das Problem besteht darin, dass eine solche Kante nur einmal in die Adjazenzliste
eingefiigt werden darf. Wéhrend bei einer Adjazenzmatrix das Priifen, ob eine Kante bereits
vorhanden ist, in konstanter Zeit erfolgt, ist dieses in einer Adjazenzliste schwieriger.

Prinzipiell gibt es zwei mogliche Losungen fiir dieses Problem:

88

e Kanten werden mehrfach eingefiigt und anschliefend doppelte Kanten geldscht. Die

Anzahl der Kanten pro Tupel ist durch die Konstante M + 1 beschrinkt, da zwei
Requests in maximal M 4+ 1 zu v inzidenten Kanten einen Konflikt haben kénnen.

Nach der Erstellung des Konfliktgraphen G gibt es fiir jeden Knoten r eine Liste C|r| der
mit r adjazenten Kanten, représentiert durch den verbundenen Nachbarknoten. Dort
kénnen jedoch Kanten mehrfach vorkommen. Dann wird ein Array used der Lange |I'y|
mit booleschen Variablen angelegt und fiir jedes Request r die Liste C[r] der mit r in
Konflikt stehenden Requests s durchlaufen. Kommt eine Kante {r, s} das erste mal, so
wird der Nachbarknoten s im Array used als true markiert. Kommt sie ein weiteres
mal, so ist used[s| bereits auf true gesetzt und die Kante wird entfernt. Nachdem alle
Kanten aus C[r] durchlaufen — und doppelte Kanten entfernt — wurden, wird die Liste
ein weiteres mal durchlaufen und fiir jeden Knoten s € C[r] wird used[s] auf false
gesetzt.

Das Array used wird in O(|I'y|) = O(|Vg|) erstellt. Da zwei Requests im Knoten v
einen Konflikt in maximal M + 1 Kanten haben, ist |C[r]| < (M +1)dg(r) und fir jedes
Request s € C[r] wird konstante Zeit benotigt. Das Zuriicksetzen nach dem Durchlauf
einer Liste C[r] dauert ebenfalls O(dg(r)). Daher ergibt sich nach Lemma eine
Gesamtlaufzeit von

O(ILul) + Y O(CIN + Y Oda(r)

veVa veVag

=0(Val)+ 0| > da(r)

veVa

= O0(|Vgl) + O(|Ec|) = O(|Va| + |Egl).
Somit erhoht das Entfernen der doppelten Kanten die Komplexitédt nicht.

Fiir jedes Paar in Konflikt stehender Requests r und s wird sichergestellt, dass die
Kante {r, s} genau einmal in den Konfliktgraph eingefiigt wird.

Dazu wird jedes mal, wenn die Kante {r, s} in den Konfliktgraph eingefiigt werden
soll, die (beschrinkte) Menge K aller Kanten erzeugt, in denen r und s einen Konflikt
haben. Die Kante {r, s} wird nun genau dann hinzugefiigt, wenn sie das Maximum von
K ist.

Da die Méachtigkeit der Menge K beschriankt ist, dauert sowohl die Konstruktion von
K als auch das Finden des Maximums nur konstante Zeit. Daher wird die Komplexitét
des gesamten Algorithmus nicht vergrofert.



4.5 Algorithmen

Obwohl die erste Methode in der Praxis effizienter ist, sind beide Methoden aus komple-
xitdtstheoretischer Sicht gleichwertig. In dem in Algorithmus dargestellten Algorithmus
Knotenkonfliktgraph-Lokal wird die zweite Methode verwendet.

Satz 4.5.12. Der in Algorithmus dargestellte Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Lokal er-
zeugt einen Knotenkonfliktgraph fir Ty in O(O(v) + |Ty|) bzw. O(|E| + |V]) beziiglich des
Konfliktgraphen.

Beweis. e Zur Korrektheit: Jede Funktion KonfliktMenge(r,s) liefert fiir den entspre-
chenden Fall in konstanter Zeit die Menge der zu v adjazenten Kanten, in denen r und
s einen Konflikt haben. Diese Menge ist von beschrinkter Grofe und lésst sich deshalb
in konstanter Zeit berechnen. Daher kann auch in konstanter Zeit das Maximum der
Menge (beziiglich beliebiger Ordnung) gefunden werden.

Die Funktion wird fiir jede gemeinsame Kante e aufgerufen, d.h. fiir jede Kante, in
denen r und s moglicherweise einen Konflikt haben kénnten. Die Kante {r, s} wird nun
— falls r und s einen Konflikt haben — genau einmal zu den Kanten fiir » und einmal
zu den Kanten fiir s hinzugefiigt.

e Zur Laufzeitkomplexitit: Die Schleife wird fiir jede Kante e € E(v) genau ¥(e)? mal
durchlaufen und benétigt in jedem Durchlauf konstante Zeit. Somit ist nach Lem-

ma [£.2.32]

Knotenkonfliktgraph-Lokal € O Z U(e)? | € O(|OW)| + |Ty|) = O(|E| + |V])
e€E(v)

Ein globaler Konfliktgraph G fiir I' lasst sich erzeugen, indem alle lokalen Knotenkonflikt-
graphen erzeugt werden und anschlieffend zwei Requests in G einen Konflikt haben, wenn sie
in einem lokalen Konfliktgraph einen Konflikt haben. Diese Methode ist in Algorithmus
dargestellt.

Satz 4.5.13. Der in Algorithmus (20 dargestellte Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Global er-
zeugt einen globalen Knotenkonfliktgraphen in O(|T|? + 0% + |T| - 1(G)) € O(IT)? - 1(G)).

Beweis. Haben zwei Requests r, s einen Konflikt, so haben sie diesen in einem Knoten v.
Dann ist r € Cy[s] und s € Cy[r], somit wird C[r; s] und C[s; r| auf true gesetzt. Umgekehrt
haben zwei Requests r,s in keinem Knoten einen Konflikt, somit wird niemals C[s;r] auf
true gesetzt.
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Algorithmus 19 : Knotenkonfliktgraph-Lokal
Erstellung des Knotenkonfliktgraphen fiir T,

Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.

Parameter : v: Knoten, so dass der Konfliktgraph fiir I';, zu bestimmen ist.
Riickgabewert : Der Knotenkonfliktgraph als Adjazenzliste.

Komplexitit : O(|V| + |E|) beziiglich des Konfliktgraphen, d.h. O(|T',| + O(v)).

1 Funktion Knotenkonfliktgraph-Lokal(v: Knoten)

C := Array [1,...,|I'y|] of Liste ; // Konfliktgraph als Adjazenzliste
for e :=0,...,8(v) do

/* Durchsuche alle Requestpaare (7,s), die die Kante e gemeinsam
haben. Haben diese in e einen Konflikt und ist e die optimale Kante
der Menge aller Konfliktkanten, so fiige den Konflikt von der Kante r

aus gesehen in den Konfliktgraphen ein x/
4 foreach (r,s) € (in,(e) Uout,(e))? mit r # s do
5 if e = max(KonfliktMenge(r,s,v)) then // Fkt. entsprechend N
L L Clr] .= Cr]U{rs};
7 return C,
8 end

10
11

12
13
14

15
16
17

18
19
20

// Menge der Kanten e mit r «w.s in HD-MC-Netzwerken

Funktion KonfliktMenge-hd-mc(r: Request, s: Request, v: Knoten)
‘ return ({,UKB(r)f} U ,UKB(T)Jr) N ({,UKB(s)f} U UKB(S)Jr);

end

// Menge der Kanten e mit 7 «w.s in HD-UC-Netzwerken
Funktion KonfliktMenge-hd-uc(r: Request, s: Request, v: Knoten)
‘ return {oXL0)— oKL+ A fEL)= KL+,

end

// Menge der Kanten e mit r «w.s in VID-MC-Netzwerken
Funktion KonfliktMenge-vd-mc(r: Request, s: Request, v: Knoten)
‘ return ({UKB(r)—} N {UKB(S)_}) U (UKB(T)—i- N UKB(s)—f—);

end

// Menge der Kanten e mit r «w.s in VD-UC-Netzwerken
Funktion KonfliktMenge-vd-uc(r: Request, s: Request, v: Knoten)
‘ return ({,UKL(T’)—} N {UKL(s)—}) U ({UKL(T)-i-} N {UKL(s)-i-});

end
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Algorithmus 20 : Knotenkonfliktgraph-Global

Erstellung des globalen Knotenkonfliktgraphen fiir I"
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
Riickgabewert : Der Knotenkonfliktgraph als Adjazenzmatrix.
Komplexitit : O(|T|? + %) C O(|T|? - 1(G)).

1 Funktion Knotenkonfliktgraph-Global
2 C:=Array [1,...,|T'|, 1,...,|T'|] of Boolean ; // Konfliktgraph als Matrix
3 foreach v € V do
4 Cy = (Vy, Ey) := Knotenkonfliktgraph-Lokal(v);
5 foreach r € V,, do // Fiige jeden Konflikt aus (), in C ein
6 L foreach s € C,[r] do C|r;s] := true
return C,;
8 end

Fiir die Laufzeit ergibt sich wegen Knotenkonfliktgraph-Lokal € O(©(v) + |T']):

Knotenkonfliktgraph-Global € O (!FP + Z(@(v) + Ty + Z de, (r)))

veV rel’y
=0 (!FP +) (O(v) + |Tu| + Q\Ecv\)>
veV

=0 <1r|2 + > _(O@) +Ty| + 2@(v>)>

veV
C O(IT)? +©% + L] - 1(G))
c O(Irf? - 1(G))

O]

Es gibt einen weiteren, direkteren Ansatz: Zwei Requests haben genau dann einen Konflikt,
wenn sie diesen in einer Kante e haben. Nun werden alle Kanten durchlaufen und fiir je-
de Kante alle Konflikte in dieser Kante in den Konfliktgraph eingefiigt. Da Kanten in der
Datenstruktur nicht direkt gespeichert sind, wird fiir jeden Knoten v — aufser der Wurzel —
die Kante zum Vaterknoten betrachtet. Dieser in Algorithmus 21| dargestellte Algorithmus
Knotenkonfliktgraph-Global2 bringt aus komplexitétstheoretischer Sicht leichte Vorteile und
ist in der Praxis effizienter.

Satz 4.5.14. Der in Algorithmus dargestellte Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Global2
erzeugt einen globalen Knotenkonfliktgraphen in O(|T|2 + 0% + |T'| - 1(G)).

Beweis. Haben zwei Requests 7, s einen Konflikt, so haben sie diesen in einer Kante e. Sei
e die Kante, die v mit seinem Vater verbindet. Dann enthalten r und s die Kante genau
dann, wenn (r,s) € (in,(0) U out,(0))? und genau dann in dieselbe Richtung, wenn (r,s) €
in,(0)2 U out,(0)? gilt.
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Algorithmus 21 : Knotenkonfliktgraph-Global2

Erstellung des globalen Knotenkonfliktgraphen fiir T’
Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
Riickgabewert : Der Knotenkonfliktgraph als Adjazenzmatrix.
Komplexitét : O(|T|?> + ©% + |T'] - 1(G)).

1 Funktion Knotenkonfliktgraph-Global2

2 C:=Array [1,...,|T'|, 1,...,|T|] of Boolean ; // Konfliktgraph als Matrix
3 forv:=1,...,]V|-1do // Alle Knoten aufer der Wurzel
4 if Cast = HD then

5 | foreach (r,s) € (iny(0) U out,(0))? do if r # s then C[r;s] := true;

6 else

7 L foreach (r,s) € (in,(0)2 U out,(0)?) do if r # s then C[r; s := true;

8 return C,

9 end

Da unterschiedliche Requests genau dann einen Konflikt in e haben, wenn sie

e in H D-Netzwerken beide die Kante e enthalten,
e in V D-Netzwerken beide die Kante e in dieselbe Richtung enthalten,

wird in einem Durchlauf fiir die Kante e genau dann C|r; s] = true gesetzt, wenn r und s in
e einen Konflikt haben.

Zur Laufzeitkomplexitiit: Die ForEach-Schleifen werden O(¥(e)?) mal durchlaufen. Mit Lem-
ma [4.2.30| und Lemma [4.2.31] ergibt sich die Abschétzung

P+ (e’

= !F!;—EFEXI% U(e)(T(e) — 1) + Z[; U(e) [Lemma. [4.2.30{()

<|T)? + 3(4@(6) +20(e)) +eez T(e)

=%+ 46% Oe) +3) \Iu(e)eEIE |Lemma [1:2.30(v), Lemma [I.2:31(v)
= =

<|T? +4(0% - ©) +2M - [T]-1(G) + M - |T| - 1(G)
< D> +40% +3M -|T| - 1(G)

und somit

Knotenkonfliktgraph-Global2 € O <|F|2 + Z \Ii(e)2> c O + €% + 1| -1(G)).
eckE
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Beliebige Requestlangen

5.1 First-Fit-Algorithmus

Der Algorithmus First-Fit ist ein Spezialfall von dem in Algorithmus [14] dargestellten Algo-
rithmus MultiSchedUnion, bei dem jede Requestmenge nur aus einem Request besteht. Er ist
fiir Bin-Packing® ein etabliertes Verfahren und wurde in [JDUT74] analysiert.

Algorithmus 22 : First-Fit
Erstellung eines globalen Schedules

W N =

© N O o

10
11

12

13

14
15

Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.

Parameter : C: Knotenkonfliktgraph fiir R als Adjazenzmatrix beziiglich lokaler
Indizierung ~.

Riickgabewert : Ein Schedule fiir R beziiglich lokaler Indizierung ~.

Komplexitiit : O(|R|?).

Funktion First-Fit(C: Knotenkonfliktgraph
« := leerer Schedule fiir R als Array;
L := () als nach Anfangszeit sortierte Liste;
foreach r € R do
// Finde den ersten mdglichen Zeitpunkt fir r, so dass r mit keinem
zeitgleich ausgefiihrten Request in Konflikt steht.
t:=0;
Setze L auf den Listenanfang;
while L hat ndichstes Element do
s := néchstes Element von L;
if a(s) > t+ §(r) then break ; // Setzen von «(r):=t mdglich
if r «~» s then // r kann erst nach Ende von s geschedulet werden
L t := max(t, a(s) + 4(s));
a(r) =t
Sortiere r in L ein.;
return o;
end

5Beim Bin-Packing-Problem geht es darum, eine Menge von Stiicken gegebener Linge in eine mdglichst

kleine Anzahl von Containern gleicher Lénge einzufiigen.
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Satz 5.1.1. Der in Algorithmus([23 dargestellte Algorithmus First-Fit berechnet in einer Kom-
plexitit von O(|R|?) einen Schedule fiir R.

Obwohl der Algorithmus ein Spezialfall von Algorithmus [14]ist, wird hier der direkte Beweis
skizziert:

Beweis. Jedes Request wird so geschedulet, dass es mit keinem bisher gescheduleten in Kon-
flikt stehenden Request zeitgleich ausgefiihrt wird.

o Wihrend der While-Schleife in Zeile 1st t der erste Zeitpunkt, fir den auf Basis
des bisherigen Wissens r geschedulet werden kann: Dieses ist offenbar vor dem ersten
Schleifendurchlauf erfiillt. Nun wird in Zeile[22]ein Request s gew#hlt. Steht dieses nicht
mit r in Konflikt, so muss ¢ nicht verdndert werden. Steht dieses mit r in Konflikt, so
kann r frithstens wieder geschedulet werden, wenn s beendet ist. Dieses wird in Zeile
sichergestellt. Somit ist

o Nach Beendigung der Schleife kann o zum Zeitpunkt t geschedulet werden: Die While-
Schleife kann entweder in Zeile 22|abgebrochen werden oder terminieren, wenn das Ende
von L erreicht ist.

Wird in Zeile [22] ein Request s mit a(s) > t 4 §(r) erreicht, so kann r zum Zeitpunkt
t geschedulet werden. Denn von den bisherigen Elementen in L gab es kein zu r in
Konflikt stehendes Request, dass innerhalb des Intervalls [¢,¢ + 0(r)) aktiv war. Alle
in L noch kommenden Requests hingegen sind nach a(s) > t + d(r) geschedulet, also
ebenfalls nicht wihrend diesem Intervall aktiv.

Wird die Schleife beendet, weil L keine weiteren Elemente mehr enthélt, so kann r zum
Zeitpunkt t geschedulet werden. Denn kein Request, welches zu einer Zeit nach ¢ aktiv
ist, hat ein Konflikt mit r.

Somit erzeugt der Algorithmus einen Schedule.

Zur Laufzeit: Fiir jedes Request r € R wird die Liste L durchsucht und anschliekend r
in die Liste eingeordnet. Da maximal |R| Requests in L gespeichert sind, hat jede dieser
Operationen eine Laufzeit von O(|R|). Somit ergibt sich eine Gesamtkomplexitit von

First-Fit € O (Z R|) = O(|R]%).

reR
O

Bemerkung 5.1.2 (Algorithmus Decreasing-First-Fit). Eine mogliche gute Reihenfolge wire,
die Requests absteigend der Lénge nach zu sortieren. Dieses bendtigt einen Zeitaufwand
von O(|R|log |R|) € O(|R|?), erhoht die Komplexitit also nicht. Dieser Algorithmus sei im
Folgenden mit Decreasing-First-Fit bezeichnet.

Bemerkung 5.1.3. Eine weitere mogliche Reihenfolge fiir Nicht-V D-M C-Netzwerke wére,
Knoten fiir Knoten jeweils die Requests durch diesen Knoten zu schedulen. Der Vorteil da-
bei ist, dass kein globaler Konfliktgraph benétigt wird, sondern nur fiir jeden Knoten der
lokalen Konfliktgraphen. Dadurch reduziert sich die Komplexitdt. Jedoch ist — verglichen
mit Decreasing-First-Fit — ein schlechteres Ergebnis zu erwarten. Dieser Algorithmus sei mit
First-Fit-Nodes bezeichnet.
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5.2 List-Scheduling

5.2 List-Scheduling

Ein zu First-Fit &dhnlicher Ansatz ist der Algorithmus List-Scheduling. Dieser wurde zuerst
1969 von Graham in |[Gra69| vorgestellt.

Algorithmus 23 : List-Scheduling
Erstellung eines Schedules

S otk W N =

© 0 N

10
11
12
13

14
15

16
17

Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
Adjazenzliste und Adjazenzmatrix des Knotenkonfliktgraphen C' fiir R
beziiglich lokaler Indizierung .
Riickgabewert : Ein Schedule fiir R beziiglich lokaler Indizierung ~.
Komplexitiit : O(|R|?).

Funktion List-Scheduling
« := leerer Schedule fiir R;
LR := Liste der Requests aus R;
LT := () als sortierte Liste ganzer Zahlen;
foreach r € LR do ft(r) :=0;
LT = LT U {0};
while LR # () do // Es gibt noch nicht geschedulete Requests
t := kleinstes Element aus LT ; // Néachster Ereignispunkt
LT = LT\ {t};
foreach r € LR do // Suche schedulebare Requests
if ¢t > ft(r) then // Schedulen von «(r) =1t mdglich
a(r) ==t
LT :=LTU{t+4(r)}; // Fiige neuen Ereignispunkt ein
/* Alle zu r in Konflikt stehenden Requests kOnnen erst nach
Beendigung von r geschedulet werden. */
foreach s € N¢(r) do ft(s) := max(ft(s),t+ d(r));
LR := LR\ {r};
return o;
end

Satz 5.2.1. Der in Algorithmus[23 dargestellte Algorithmus List-Scheduling berechnet in einer
Kompleritit von O(|R|?) einen Schedule fiir R.

Auch dieser Algorithmus ist ein Spezialfall von Algorithmus Hier soll jedoch eine Skizze
des direkten Beweises gegeben werden:

Beweis. Wihrend des gesamten Algorithmus enthidlt Menge LT die Zeitpunkte, in denen
ein derzeit gescheduletes Request beendet wird. Dieses sind die Ereignispunkte, an denen
neue Requests geschedulet werden kénnen. Daher geniigt es, von einem Ereignispunkt zum
néchsten zu springen und keine Betrachtungen fiir die Zeiten zwischen zwei Ereignispunkten

Zu machen.
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e Fir jedes Request s ist ft(s) der frihste Zeitpunkt, zu dem s nach derzeitigem Wissen
geschedulet werden kann: Zu Beginn ist noch kein Request geschedulet, daher ist fiir
jedes Request ft(s) = 0.

Es ist nur dann notwendig, den Wert ft(s) zu verédndern, wenn ein mit s in Konflikt
stehendes Request r geschedulet wird. Ist dieses in Zeile der Fall, so wird in der
Zeile 23| sichergestellt, dass ft(s) > «a(r) + d(r) ist, dass also s erst wieder nach der
Beendigung von r geschedulet werden kann.

o Jedes Request wird zum frihstméglichen Zeitpunkt geschedulet: Wurde in Zeile 23| der
néchste Ereignispunkt gewéhlt, werden nun in der in Zeile beginnenden ForEach-
Schleife der Reihe nach alle Requests geschedulet, die zu diesem Zeitpunkt mdoglich
sind. Anschliefend wird in Zeile 23] der neue Ereignispunkt hinzugefiigt.

Auf diese Weise sind nach Terminierung des Algorithmus alle Requests geschedulet und keine
zwei in Konflikt stehenden Requests werden zur selben Zeit ausgefiihrt.

Zur Laufzeit: Es gibt neben dem Zeitpunkt 0 fiir jedes Request maximal einen Ereignispunkt,
daher wird die While-Schleife maximal | R|+1 mal durchlaufen. Da LR maximal | R| Elemente
enthilt, wird die ForEach-Schleife in Zeile23|maximal | R| mal durchlaufen. Ohne Betrachtung
der Komplexitit des Inneren des If-Blocks ab Zeile [23| ergibt sich somit eine Komplexitit von
O(IRP?).

Das Innere des If-Blocks ab Zeile 23| wird fiir jedes Request r genau einmal ausgefiihrt und
hat daher insgesamt eine Komplexitéit von

o (Z dc("”)) = 0(2|Ec|) = O(9(R)) c O(|RP).

reR
Somit ergibt sich eine Gesamtkomplexitit von O(|R|? + |R|?) = O(|R|?). O
Der Algorithmus List-Scheduling hat gegeniiber First-Fit den Vorteil, dass sich gute theoreti-

sche Abschétzungen treffen lassen.

Lemma 5.2.2. Sei « ein mit List-Scheduling erzeugter Schedule fir R und r € R ein Request.
Dann war zum Zeitpunkt t < a(r) eine Kante e € E, belegt — in V D-Netzwerken sogar in
dieselbe Richtung wie in r. Formaler:

Vi<a(r) dseR: t€a(s)ANs e~
Somit gilt fir jeden Zeitpunkt t < a(r).
e In HD-Netzwerken: Es gibt ein Request s mit t € a(s) und E, N Eq # (.
o In VD-Netzwerken: Es gibt ein Request s mit t € a(s) und einer Kante e € E, N E;

mit e’ = e,

Beweis. Angenommen, es gibe einen Zeitpunkt ¢ < «(r), zu dem r keinen Konflikt mit
einem aktiven Request hatte. Sei tg < t' die maximale Zeit kleiner als ¢, zu der ein aktives
Request beendet wurde, d.h.

to :=max {a(s) +d(s) : s € R} N [0,t)).
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Dann ist die Menge der zum Zeitpunkt ¢y aktiven Requests gleich der Menge der zum Zeit-
punkt t aktiven Requests. Insbesondere hat r keinen Konflikt mit einem zum Zeitpunkt tg
aktiven Request. Daher wiirde beim Durchlauf der ForEach-Schleife to > ft(r) sein, also
a(r) = to definiert werden. Widerspruch. O

Definition 5.2.3 (Stern). Ein Baum G = (V, E) heifit Stern, wenn er |V| — 1 Bldtter hat.

Coffman zeigte in [EGCGJLS85|, dass der Algorithmus List-Scheduling mit absteigender Re-
questliange fiir sternférmige H D-UC-Netzwerke eine Approximationsgiite von 2 hat. Hier
wird dieser Satz auf beliebige Netzwerke verallgemeinert.

Satz 5.2.4 (List-Scheduling hat die Approximationsgiite 2 fiir Sterne). Sei G = (V, E) ein
Baum und R eine Menge von Requests zwischen zwei Bldttern. Dann erzeugt der Algorithmus
List-Scheduling einen Schedule mit mazimal doppelter Linge des optimalen Schedules, d.h. fiir
das Scheduling-Problem in Sternen hat List-Scheduling eine Approzimationsgiite von 2.

Der hier dargestellte Beweis ist eine Verallgemeinerung des in [Erl99, S. 170| dargestellten
Beweises fiir Coffmans Satz.

Beweis. Sei R die Menge von Requests, v ein optimaler Schedule fiir R und « der von
List-Scheduling erzeugte Schedule fiir R. Sei » € R eines der Requests, das zuletzt beendet
ist, d.h. ein Request mit a(r) + 6(r) = |a|. Da r ein Request zwischen zwei Bldttern des
Sterns ist, durchlduft es genau zwei Kanten. Sei E, = {e1,e2}.

e Full Duplex = HD: Da die Lastdauer von e; und eg beziiglich R gerade d(r) groker
ist als beziiglich R\ {r}, gilt

Dp\pry(e) +0(r) = Prle), i€ {1,2}.

Nach Lemma war zu jedem Zeitpunkt ¢ < a(r) mindestens eine der Kanten e;
oder ey mit einem Request aus R\ {r} belegt. Somit folgt nach Lemma [£.3.3]

a(r) < Pp\(ry(e1) + Pr\(ry(e2) = Prler) + Prlez) — 26(r) < 2@p — 26(r)
= |a| = a(r) +6(r) < a(r) +2§(r) < 20r < 2|y

und somit die Behauptung.

o Full Duplex = V D: Wir definieren die Lastdauer in Richtung r durch

Py (e) = > 5(s),  ec{erea}.

SERN e, e’ =e"~

Dann ist offenbar ®,(e) < <I>—1)3(e). Analog zum H D-Fall die Lastdauer von e; und e
in Richtung r beziiglich R gerade 0(r) groker ist als beziiglich R\ {r}. Daher gilt

Dl oy (i) +0(r) = Blpler), i€ {1,2}.
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Nach Lemma war zu jedem Zeitpunkt ¢ < «(r) mindestens eine der Kanten e;
oder e mit einem Request aus R\ {r} in dieselbe Richtung wie in r belegt. Somit gilt
nach Lemma [.3.3]

a(r) < g e1) + Pp (ry(e2) = Prler) + Pr(e2) — 20(r)
< Br(er) + Br(es) — 20(r) < 205 — 26(r)

und die Behauptung wegen

| = a(r) + 6(r) < a(r) +25(r) < 28z < 2J1].

5.3 List-Scheduling mit Levels

Auf dem Algorithmus List-Scheduling aufbauend entwickelte Erlebach in [Er199] S. 193ff] einen
polynomiellen Algorithmus List-Scheduling-Levels mit Approximationsgiite k = 5log |V|. Die-
ser ist jedoch fiir die leicht verdnderte Problemstellung von H D-UC-Netzwerken mit varia-
blen Bandbreiten.

Dieser Algorithmus List-Scheduling-Levels 14sst sich auf beliebige hier betrachtete Netzwerke
verallgemeinern und hat in allen Féllen eine Approximationsgiite von k = 2|log, |V|] <
2log, | V| € O(log|V]). Die selbst gefiithrten Beweise sind an [Erl99, S. 193ff] angelehnt.

Definition 5.3.1 (Trennlevel). Sei G = (V, E) ein Baum. Dann lisst sich rekursiv der
Trennlevel definieren.

o Wihle einen Zerlegungsknoten v € V', so dass jede der Zusammenhangskomponenten
Gl ..., G" aus G]V\{v}] mazimal ‘g—‘ Knoten enthdlt. Dann bekommt v den Trennlevel
t(v) := 0 und die Zusammenhangskomponenten haben die Ebene 1.

o Wiihle in jeder Zusammenhangskomponente G* = (Vi E*) einen Zerlegungsknoten vt

so dass die Zusammenhangskomponenten aus G'[V*\ {v'}] mazimal @ Knoten haben.

Alle diese Knoten v haben den Trennlevel t(v') = 1, die Zusammenhangskomponente
die Ebene 2.

e Fahre rekursiv mit jeder dieser Zusammenhangskomponenten fort, bis jeder Knoten
einen Trennlevel hat, d.h. bis jede Zusammenhangskomponente nur noch aus einem
Knoten besteht.

Eine so definierte Abbildung t heifit Trennlevelfunktion.

Man beachte, dass die Trennlevelfunktion nicht eindeutig ist.

Die Zusammenhangskomponenten der Ebene k seien Hy, 1,..., Hy .. Dann gibt es in jeder
Zusammenhangskomponente Hj, ; der Ebene k keine Knoten mit Trennlevel kleiner als £ und
genau einen Knoten — den Zerlegungsknoten vy ; — mit Trennlevel gleich k.

Lemma 5.3.2. Fir einen Baum G = (V, E) und eine Trennlevelfunktion t gilt: Fir jeden
Knoten v ist 0 < t(v) < |logy |V]].
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Beweis. Sei v € V ein Knoten mit ¢(v) = k. Die Aussage t(v) > 0 ist offensichtlich. Sei
G = Gy, Gy, ...,G mit G; = (V;, E;) die Folge der Zusammenhangskomponenten, in denen
v bei der Konstruktion der Trennlevel liegt. Dann ist nach Definition |Vj41| < “g—“ und somit

Vil _ Weal __ W0l
2 - 4 ~ - 2k

= 2" < W] = |V]

= t(v) = k <logy |V|.

1:‘Vk| <

Wegen t(v) € Ny folgt t(v) < |logy |V]]. O

Korollar 5.3.3. Die Zusammenhangskomponenten Hy 1,..., Hy,, bestehen fiir den Wert
k = |logy |V|| nur aus einem Knoten.

Beweis. Die Komponente Hj,; enthdlt genau einen Zerlegungsknoten vy ; mit Trennlevel k.
Alle anderen Knoten in Hj; haben einen Trennlevel grofier als k. Solche Knoten existieren
nach Lemma [5.3.2] jedoch nicht. O

Im Folgenden betrachten wir ausschliefslich den Baum G = (V,E) und nehmen eine Trennle-
velfunktion ¢ als fest gewéhlt an. Dann ldsst sich der Level eines Requests definieren.

Definition 5.3.4 (Level eines Requests). Sei r ein Request. Dann ist der Level I(r) der
minimale Trennlevel eines Knotens von r, formaler

I(r) := min t(v).

(r) := min ¢(v)

Lemma 5.3.5. Sei r ein Request. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Knoten v € V,
mit t(v) = I(r). Dieser Knoten wird als Wurzelknoten w(r) bezeichnet.

Beweis. Die Existenz ist durch die Definition von I(r) klar.

Zur Eindeutigkeit. Angenommen, v und v’ seien verschiedene Knoten in V, mit minimalem
Trennlevel t(v) = t(v') = k. Sei G = Gy, G1,...,Gy bzw. G = G, GY, ..., G} die Folge der
Zusammenhangskomponenten, in denen v bzw. v’ bei der Trennlevelkonstruktion liegt. Dann
ist G # G, da sonst v und v der eindeutige Zerlegungsknoten in Gy = G), wéren. Sei
j <k der gréfte Index mit G; = G und w der Zerlegungsknoten in G;. Dann ist ¢(w) = j.
Da v und v’ in G,[V; \ {w}] in verschiedenen Zusammenhangskomponenten liegen, muss der
eindeutige Weg P von v nach v' den Knoten w enthalten. Da G[V,] zusammenhéngend ist,
enthélt G[V;] den Weg P und es folgt w € Vp C V,.. Dieses ist wegen t(w) = j < k = t(v) ein
Widerspruch zur Wahl von v. Daher kann es keine zwei solchen Knoten v und v’ geben. [J

Definition 5.3.6. Zu 0 < k < logy||V|| ist die Menge Ry die Menge der Requests mit
Level k. Formaler ist
Ry :={rel:l(r) =k}

Lemma 5.3.7. Seien r,s € R*. Dann gilt

(i) Das Request r ist komplett in einer Zusammenhangskomponente Hy, ; der Ebene k ent-
halten, d.h. es gibt ein Hy; = (Vi i, Ex i) mit V, C Vi,
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(1t) Istr in Hy; enthalten, so enthdlt r den Zerlegungsknoten von Hy,;, d.h. es ist vg; € V;.

(iii) Ist r in Hy; und s in Hyj mit i # j, so sind v und s konfliktfrei.
Beweis. Zu (i): Das Request r enthdlt nur Knoten mit Trennlevel ¢ > k. Wiirde  Knoten
aus Hy; und Hj ; enthalten, so gibe es einen Weg zwischen diesen mit Knoten mit

Trennlevel grofer oder gleich k, die Zusammenhangskomponenten sind also identisch
und somit ist Hy; = Hy, ;.

Zu (ii): Fiir den Wurzelknoten w(r) von r gilt w(r) € Hy; und t(w(r)) = I(r) = k. Somit ist
w(r) der eindeutige Knoten vy ; mit Trennlevel k in Hy,;, also ist vg; = w(r) € V,.

Zu (iii): Die Knotenmengen V},; und V;, ; sind disjunkt. Wegen V,. C V},; und V, C V} ; folgt

VTﬁVSCV]{;yiﬂVk,j:@.

Also haben r und s keinen Knoten gemeinsam und sind somit konfliktfrei.

Nun lisst sich die Menge R* zerlegen.

Definition 5.3.8. Fiir i =1,...,ny definiere

RFE = {re R¥ . r ist komplett in Hy,; enthalten}.

Dann ist (Rk’i)z':L...,nk eine disjunkte Zerlegung von R¥.

Lemma 5.3.9. Requests aus RU%2 IV sind zu allen anderen Requests konfliktfres.

Beweis. Sei | = |logy [V|| und r € R!, dann ist » nach Lemma komplett in einer
Komponente H;; enthalten. Diese besteht nach Korollar nur aus einem Knoten. Somit
ist E, C Ej; = (0. Da zwei Requests nur dann einen Konflikt haben kénnen, wenn sie eine
Kante gemeinsam haben, ist r zu jedem Request konfliktfrei. O

Lemma 5.3.10. Firr,s € R* gilt

P s <= Fiir,s € REAT ey, s,

Beweis. Die Riickrichtung ist trivial, da r «w,, , § = 1 «w s. Sei nun r «w s.

k,
Wire r € R* und s € R*J mit i # j, so wiren sie nach Lemma m(iii) konfliktfrei.
Widerspruch. Somit gibt es ein i mit r, s € R%. Nach Lemma [5.3.7(ii) ist dann vy ; € V, NV,
also r,s € Loy Daher haben r und s nach Satz 4.2.24) einen Konflikt in vy, ;. ]

Daraus ergibt sich das folgende Korollar:

Korollar 5.3.11. Die Erstellung eines Schedules fiir R¥" ist dquivalent zur Erstellung eines
Schedules fiir einen Stern.
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Beweis. Lemma bedeutet, dass zwei Requests aus R¥? genau dann einen Konflikt
haben, wenn sie einen Konflikt in vy ; haben. Es geniigt somit, den Graph bestehend aus dem
Knoten v;,; und seinen Nachbarknoten zu betrachten. Formaler: Definiere H = (Vy, En)
durch v = {vy;} und

Vi = {v} UN(v), Eg ={vw:we N()},

wobei jedes Request r € R*" als Request von dem Vorgingerknoten von v zum Nachfolger-
knoten von v in K L(r) aufgefasst wird.

Dann ist H ein Stern und ein Schedule fiir H entspricht einem Schedule fiir RFieg. O]

Korollar 5.3.12. Der Algorithmus List-Scheduling erzeugt fiir R* einen Schedule mit mazi-
mal doppelter Linge des optimalen Schedules.

Beweis. Wegen Satz und Korollar|5.3.11| erzeugt List-Scheduling fiir R¥? einen Schedule

ay; mit maximal doppelter Linge des optimalen Schedules. Da je zwei Requests r € Rk
s € RMJ mit i # j konfliktfrei und die Mengen disjunkt sind, sind beliebige Schedules Ok i
fir R** i =1,...,n; synchron. Insbesondere ist dann

ny
Q= L‘ﬂ Qi
i=1

ein Schedule fiir R* mit maximal doppelter Linge des optimalen Schedules. 0

Algorithmus 24 : List-Scheduling-Levels
Erstellung eines globalen Schedules
Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
Riickgabewert : Ein globaler Schedule.
Komplexitit : O(|V|log [V| + |T|-1(G) + |T|?).

1 Funktion List-Scheduling-Levels

// Zur Vereinfachung definiere [ := |log,|V|]
2 « := leerer globaler Schedule;
3 Bilde eine Zerlegung in die Klassen R*, k =0,...,1[;
4 t:=0; // Lénge des bisherigen Schedules «
5 for k=0,...,l—1do // Erzeuge alle nicht-trivialen Schedules
6 (3 := List-Scheduling(R¥) ; // RF ist disj. Vereinigung von Sternen
7 foreach r € R¥ do a(r) :=t + 3(r) ; // Schedule hinten anhingen
8 t:=t+10 ; // Neue Linge des Schedules «
9 foreach r € R! do a(r) :=0; // Requests aus R' konfliktfrei
10 return o;
11 end

Satz 5.3.13. Der Algorithmus List-Scheduling-Levels ist ein approzimativer Algorithmus fir
einen globalen Schedule mit Approximationsgiite k = 2|logy [V||. Er hat eine Komplezitdt
von O(|V|log|V| + |T'| - 1(G) + |T'|?). Falls |T| > |V| ist diese O(|T|?).
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Beweis. Im Folgenden sei [ := |log, |V]].

102

e Der Algorithmus List-Scheduling-Levels ist ein Spezialfall des in Algorithmus [14] darge-

stellten Algorithmus MultiSchedUnion, also korrekt. Die Variablen sind dabei wie folgt:
— Bsist R ={R°,...,R'}.

— Fiir ¢ < [ wird der Schedule ] mittels List-Scheduling beziiglich der globalen
Indizierung erzeugt. Wegen der Disjunktheit der R¥ und der Verschiebung

Bi(r) = Bi(r) + |e

um die Linge des bisherigen Schedules |a| ist die Synchronitét von §; und «a
gesichert.

— Der Schedule 3 wird durch 3(r) := 0 fiir alle r € R’ definiert und ist synchron
zu «a, da die Requests aus R' zu keinem anderen Request in Konflikt stehen.

e Fiir die Lange OPT(T") des optimalen Schedules gilt

OPT(T') > max OPT(R").
0<k<l

Nach Korollar 5.3.12| gilt fiir den von List-Scheduling erzeugten Schedule 3, fiir R* die
Abschitzung |Bx| < 2 - OPT(RF). Fiir R ist der Schedule 3, der jedes Request zum
Zeitpunkt 0 schedulet, sogar optimal.

Fiir die Lange |a| des erzeugten Schedules gilt daher

-1
la| = max <Z 18k|, max{d(r):re Rl}>
k=0

-1
< max <Z 2-OPT(R"), OPT(RZ)>

k=0
< max (21 - max OPT(RF), OPT(RZ)>
0<k<l—1

< max (20 - OPT(T"), OPT(T))
< 921-OPT(I).

Das Finden eines Zerlegungsknotens eines Teilbaums ist wie folgt in linearer Zeit
der Knotenanzahl mdglich: Berechne fiir jeden Knoten v wihrend der Post-Order-
Traversierung, wie viele Knoten der von v aufgespannte Teilbaum enthélt. Wahle als
Zerlegungsknoten den ersten Knoten, fiir den dieser Teilbaum mindestens die Hélfte
der Knoten der Zusammenhangskomponente enthélt.

Es gebe in der k-ten Ebene die nj Zusammenhangskomponenten Hy 1,..., Hy ,, mit
Hyi = (Vii, Egi). Da alle Komponenten disjunkt und Teilmenge von V sind, gilt

offenbar
ng
S Veal < V1.
i=1
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Nach Lemma folgt fiir die Konstruktion der Trennlevelfunktion eine Komplexitit

von l
ng
> > O(Vii

k=0 i=1 k

)= O(V]) = Ol [V]) = O(|V|log |V]).
0

l

Die Bestimmung des Levels eines Requests r hat eine Komplexitit von O(|V,|) C
O(M -1(G)) = O(l(G)), da der Knoten mit minimalem Trennlevel in V, gefunden
werden muss. Das Einteilen aller Requests in die Requestmengen R*? hat somit eine
Komplexitiat von O(|T| - 1(G)).

Fiir die For-Schleife in Zeile 24] ergibt sich eine Komplexitéit von
-1 -1 2
@ (Z!R’“IQ) co (Zm’w) c O(TP).
k=0 k=0
Fiir die ForEach-Schleife in Zeile [24] ergibt sich eine Komplexitédt von

O(|R'l) c o([r))  O(|T*).

Somit folgt fiir List-Scheduling-Levels eine Komplexitit von
List-Scheduling-Levels € O(|V|log [V|) + O(|T| - 1(G)) + O(|T|?).
Ist |T'] > |V], so folgt I(G) < |V| < |T'| und somit

List-Scheduling-Levels € O(|T|log |T'|) + O(|T| - [T']) + O(|T|*) = O(|T|?).
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Kapitel 6

Einheitliche Requestlangen

6.1 Natirliche Schedules

In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dass alle Requests dieselbe Dauer haben. Dann kann
0.B.d.A. §(r) = 1 fiir jedes Request r angenommen werden. Wir zeigen, dass es sinnvoll ist,
den Requests als Startzeit nur nicht-negative ganze Zahlen zuzuordnen. Insbesondere folgt
dann fiir einen Schedule o und Requests r, s:

—_—

a(r)Na(s) =0 <= ofr) # ofs).

Satz und Definition 6.1.1 (Natiirlicher Schedule). Sei R C T'. Fine Abbildung o : R — Ny
st genau dann ein Schedule fiir R, wenn fir r,s € R gilt:

rem s = a(r) # ofs). (6.1)
In diesem Fall ist |o] = max{a(r) +1:r € R} die Linge von a.

Ein solcher Schedule o heifit natiirlicher Schedule.

Beweis. Zur Hinrichtung: Sei « ein Schedule. Dann gilt
rews = a(r)na(s) =0 = a(r) # a(s)
und somit die Bedingung . Erfiillt umgekehrt o die Bedingung , dann gilt
rems = a(r) #a(s) = a(r)na(s) =0,
somit ist « ein Schedule. O

Satz 6.1.2 (Es gibt einen optimalen natiirlichen Schedule). Sei R eine Menge von Requests
mit Dauer 1 und o : R — R20 ein Schedule. Dann ist

B: R — Ny, r— |r|
ein natirlicher Schedule mit |5 < |a.

Insbesondere ist der optimale Schedule ein natirlicher Schedule.
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Beweis. Seien r,s € R in Konflikt stehende Requests, 0.B.d.A. mit «(r) < «a(s). Dann gilt

revs s = 07(?) N 07(;) =0
= [a(r),a(r) + 1) Njal(s),a(s)+1) =10
= afs) ¢ [a(r),a(r) +1) |Es ist a(r) < a(s)
= a(r)+1
= [a(r)] < la(s)]
B

= [(r) <
Fiir alle r € R ist B(r) < a(r), somit folgt
|6] = max{B(r) +1:r € R} <max{a(r)+4d(r):r € R} = |a|.

O

Damit lésst sich jeder Schedule fiir R immer als Abbildung o : R ~ |a| auffassen. Oft
verwenden wir auch einen Schedule «: R — n, was aber nur |a| < n und nicht zwangsliufig
|a| = n bedeutet.

In diesem Kapitel wird — soweit nicht explizit anders angegeben — mit dem Begriff Schedule
immer ein natirlicher Schedule bezeichnet.

Definition 6.1.3 (Klassen eines natiirlichen Schedules, induzierte Uberdeckung). Durch
etnen natirlichen Schedule o : R — n fiir R C I' wird nach Lemma |2.1.4] eine eindeuti-
ge disjunkte Uberdeckung T = (@™ Y)ien von R definiert. Wir nennen T die von « induzierte
Uberdeckung und die Klassen von T bezeichnen wir auch als die Klassen von a. Umge-
kehrt induziert eine disjunkte Uberdeckung T = (T3)icn von R einen eindeutigen Schedule
ind: R+— n.

Satz und Definition 6.1.4 (Umindizierung eines Schedules). Sei R C T und a: R — n
ein Schedule fiir R. Sei ¢ : n— m eine injektive Abbildung. Dann ist ¢ o o ein Schedule fiir
R mit Linge | o a| < m.

Der so definierte Schedule ¢ o v entsteht aus o durch Umindizierung mit ¢.

Beweis. Offensichtlich ist @ o a : R — m. Nun ist fiir ;s € R wegen der Injektivitdt von ¢
rev s = ar) #a(s) = poa(r) # poals),
also ist ¢ o a ein Schedule. Die Linge folgt, da fiir alle » € R gilt:
poa(r)+1<(m—-1)+1=m.
O]

Definition 6.1.5 (Synchronisierbare Schedules). Seien R, S C I'. Zwei Schedules o : R — n
und B : S — m heiflen synchronisierbar, wenn es injektive Abbildungen ¢ : n — Ny und
¥ m — Ny gibt, so dass p o a synchron zu 1 o 3 ist.

FEine Menge von Schedules {o; : R; — n; | i € I} heifit synchronisierbar, wenn es injektive
Abbildungen ¢; : n; — No gibt, so dass die Schedules p; o a; synchron sind.
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Bemerkung 6.1.6. Offenbar sind synchrone Schedules synchronisierbar. Fiir einen Schedule
« und eine injektive Abbildung ¢ ist der Schedule ¢ o & zu « synchronisierbar. Weiter sind
je zwei Schedules einer Menge synchronisierbarer Schedules synchronisierbar.

Abbildung 6.1: Ein Netzwerk mit Requests 1 : d1 — ds, 72 : do — dg, 73 : d3 — dy.

Man beachte jedoch, dass fiir eine Menge {«; : i € I'} von Schedules paarweise Synchronisier-
barkeit keine Synchronisierbarkeit impliziert. Man betrachte das Netzwerk aus Abbildung[6.1]
mit den Requests 1 : di — ds, ro : do — dg, 13 : dg — dyg. Sei V' = {Ss3, S4}. Dann sind

as, : {ri,r3} — {1} ag, (r1) = as, (r3) = 1,
as, : {r2,r3} — {1} g, (r2) = gy (r3) = 1,
ay : {ri,re} — {1,2} ay(ry) =1, ay(re) = 2.

Schedules fiir S1, Sy und V. Offenbar lassen sich je zwei dieser Schedules synchronisieren.

Jedoch lassen sich nicht alle 3 Schedules synchronisieren. Denn gébe es injektive ¢g, , ¢s,, v
so0, dass pg, o ag,, ¥s, © g, und @y o oy synchron sind, so wére

pv(l) = v oay(r) = gs oas (r1) = ¢s,(1) = @s, 0 as, (r3)
= s, 0 as,(r3) = s, (1) = s, 0 as,(r2) = pv o av(r2) = pv(2),
was ein Widerspruch zur Injektivitdt von @y ist.

Natiirlich ist in diesem Fall der Schedule iy nicht optimal und es kénnte avy (r2) = 1 definiert
werden. Das dndert jedoch nichts an der Giiltigkeit dieses Gegenbeispiels.

Satz 6.1.7. Seien R und S konflikifreie Mengen und o« : R — n und 8 : S — m zwei
Schedules. Dann ist dquivalent:

(i) « und 3 sind synchronisierbar.
(ii) Firr,s € RNS gilt a(r) = a(s) < B(r) = B(s).

(iii) Es gibt eine injektive Abbildung o : m — max(m,n), so dass g o 3 synchron zu « ist.

Beweis. Sei A :== RN S. Wir fithren den Ringschluss (i) = (ii) = (iii) = (i).

Zu (7ii1) = (i): Gibt es eine solche Abbildung, so ist mit ¢ := id der Schedule po o = «
synchron zu g o 3, also sind « und [ synchronisierbar.
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Zu (i) = (ii): Da o und [ synchronisierbar sind, gibt es ¢ : n +— max(n,m) und ¢ : m —
max(n,m) so, dass ¢ o « und 9 o 3 synchron sind, d.h. es gilt: ¢ o a(r) =1 o B(r) fiir
alle r € A.

Dann gilt fiir ,s € A und wegen der Injektivitdt von ¢ und ¢
B(r)=0B(s) <= vof(r)=vof(s) <= poa(r)=vpoa(s) < afr) = afs).

Zu (1i) = (#i1): Definiere die Abbildung

¢z B(A) = max(n,m),
Jj— ar) fir ein 7 € A mit B(r) = j.
— Die Abbildung ¢ ist wohldefiniert: Fiir jedes j € B(A) gibt es ein r € A mit

B(r) = j. Gibt es nun verschiedene r,s € A mit 3(r) = 3(s) = j, so gilt nach
Voraussetzung auch a(r) = a(s).

— Die Abbildung o ist injektiv: Seien j,1 € S(A) und r,s € A mit B(r) = j und
B(s) = I. Dann gilt Injektivitidt wegen
d(j)=d) = a(r)=a(s) <= B(r)=p(s) < j=L.
Nun ist S(A) € m und |m| = m < max(m,n) = |max(n,m)|, also existiert nach
Satz eine injektive Fortsetzung o : m — max(n, m) von ¢'.

Dann sind « und g o § nach Satz [.3.6] synchron, denn fiir » € R NS = A gilt nach
Definition

0o B(r) = d'(B(r)) = a(r).
O

Korollar 6.1.8 (Vereinigung von Schedules). Seien R und S konflikifreie Mengen und « :
R — n und B : S — m synchronisierbare Schedules mit n > m. Dann gibt es eine injektive
Abbildung 0 : m +— n so, dass aW (oo [3) ein Schedule fir RU S ist.

Beweis. Nach Satz gibt es ein g : m — max(n, m) = n so, dass p o 3 synchron zu « ist.
Nach Definition und Satz ist W (p o B) dann ein Schedule fir RU S. O

Die in Satz [6.1.7(iii) gegebene Funktion p und die Umindizierung ¢ o § lésst sich effizient
berechnen. Dieser Algorithmus Sync-Schedules ist in Algorithmus 25 dargestellt.

Satz 6.1.9. Seien R und S konflikifreie Mengen und a: R — n und B : S — m synchroni-
sierbare Schedules. Der in Algorithmus |25 dargestellte Algorithmus Sync-Schedules berechnet
in O(max(|S|,m)) eine zu a synchrone Umindizierung von 3.

Fiir einen formalen Beweis des Algorithmus siche Anhang[A.T] Hier ist der Beweis skizziert:
Beweis. Im Wesentlichen wird eine Funktion ¢ mit den in Beweis zu Satz verwendeten

Eigenschaften konstruiert. Mit A = RUS konstruieren wir eine Funktion o : m +— max(m,n),
so dass gilt:
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Algorithmus 25 : Sync-Schedules
Synchronisation zweier synchronisierbarer Schedules
Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
R,S: Konfliktfreie Mengen.
Parameter : a: Ein Schedule fiir die Menge R, in einem Array als globaler Schedule
gespeichert.
(: Ein zu a synchronisierbarer Schedule 3 : S +— m bezliglich der lokalen
Indizierung .
@: Eine lokale Indizierung der Menge S.
Riickgabewert : Eine zu « synchrone Umindizierung v von § mit |y| < max(|al, |5]).
Komplexitit : O(max(|S|,m)).

1 Funktion Sync-Schedules(a: Schedule, §: Schedule, ¢: Indizierung von S)

2 0:m— NoU{oo};

3 foreach j € m do o(j) := 0 ; // Zu Beginn ist die Abbildung o leer
4 foreach r € S do if r € R then o(3(r)) := a(r) ; // Definiere o|{rns}
5 foreach j € m mit o(j) = co do o(j) := min(Ng \ o(m)) ; // Injekt. Forts.
6 ~ =leerer lokaler Schedule;

7 foreach r € S do v(r) = o(B(1)) ; // Umindizierung von [(r) mit o
8 return -;

9 end

1. Fur alle r € A gilt o(B(r)) = a(r).
2. Die Abbildung g\ g(a) : m \ B(A) = max(m,n) \ a(A) ist injektiv.

Die erste Aussage gilt nach der Schleife in Zeile ] Im Weiteren wird ein so gesetztes o(5(r))
nicht mehr verdndert. Denn sollte ein weiteres s € A mit S(r) = (3(s) existieren, so wird in
der Schleife nach Satz [6.1.7 definiert:

In der zweiten Schleife in Zeile 5| wird fiir alle j ¢ B(A) gerade o(j) auf den kleinsten bis
dahin noch nicht getroffenen Wert abgebildet, also ist die zweite Bedingung erfiillt.

In Zeile [7| wird ~ als ¢ o § definiert. Da ¢ nur Werte aus max(m,n) annimmt, ist |y| <
max(m,n).

Zur Laufzeitkomplexitét: Die Initialisierung von p hat eine Komplexitét von O(m), die Schlei-
fe in Zeile 4| von O(|S|). Die Schleife in Zeile [5| wird maximal m mal durchlaufen. Durch ge-
schickte Implementierung der Berechnung des zugewiesenen Funktionswertes min(Ny \ o(m))
kann sichergestellt werden, dass die Komplexitit O(m) erhalten bleibt (siche Anhang [AT).
Die letzte Schleife in Zeile [7| hat eine Komplexitit von O(|S]). Zusammen ergibt sich eine
Komplexitit von

SchedUnion € O(m) + O(|S]) + O(m) + O(|S|) = O(max(|S|, m)).
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6.2 Natiirliche Schedules zu Knotenmengen

Satz 6.2.1 (In Halbduplex-Netzwerken sind je zwei Schedules benachbarter Mengen synchro-
nisierbar). Sei N ein Halbduplez-Netzwerk und V,W C V zusammenhdangende benachbarte
Mengen. Dann sind zwei Schedules o« : I'y — Ny fiir V und 6 : T'w — Ny fir W synchroni-
sierbar.

Beweis. Nach Satz sind I'y und I'yy konfliktfrei. Je zwei verschiedene Requests in
I'y N T'y haben nach Lemma, [4.2.25] einen Konflikt in V' und in W, d.h. fiir r,s € 'y N Ty
gilt

a(r) =a(s) <= r=s < [(r) = p(s).

Nach Satz sind « und ( synchronisierbar. O

St |

Abbildung 6.2: Vollduplex-Netzwerk mit Requests 71 : di — do, 19 : do — dy, r3 : d3 — dy.

Bemerkung 6.2.2 (Die Aussage ist fiir Vollduplex-Netzwerke i.A. falsch). Die Aussage aus
Satz gilt im Allgemeinen nicht fiir Vollduplex-Netzwerke. Denn im Vollduplex-Netzwerk
aus Abbildung mit Requests r1 : di — da, r9 : do — dy, r3 : d3 — dy sind

a:Tg, — {1,2}, a(ry) = a(rs)
T2

ﬁ:F& H{l}v 5(T1):ﬁ( )

Schedules fiir 57 bzw. S. Jedoch lassen sich diese nicht geeignet synchronisieren. Denn wiirde
ein solches ¢ : {1} — {1,2} existieren, so dass ¢ o § synchron zu a wére, so wire

1, Oz(’l“2) =2
1

L=a(r)=pof(r) =) =pof(ry) = a(ry) = 2.

6.3 Konstruktion der Schedules

Im Folgenden versuchen wir nun, Schedules zu erstellen. Die wesentliche Idee ist, die Kon-
struktion eines Schedules auf Farbung von Konfliktgraphen zuriickzufiihren.

Der Knotenkonfliktgraph C' (vgl. Abschnitt ist so konstruiert, dass zwei Knoten in C'
genau dann benachbart sind, wenn die reprisentierten Requests einen Konflikt haben. Haben
wir nun eine Knotenfirbung des Konfliktgraphen (d.h. jedem Knoten eine Farbe so geordnet,
dass zwei benachbarte Knoten niemals dieselbe Farbe haben), so haben niemals zwei in
Konflikt stehende Requests dieselbe Farbe. Daher impliziert eine Knotenfarbung unmittelbar
einen Schedule.
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Satz 6.3.1 (Knotenfarbung des Knotenkonfliktgraphen impliziert Schedule).
Sei C = (V,E,g) der Knotenkonfliktgraph zu R und ¢ : R — n. Dann ist ¢ eine Knoten-

farbung von C genau dann, wenn c ein Schedule fiir R ist. Insbesondere hat ein optimaler
Schedule fiir R gerade die Lange x(C).

Beweis. Wegen V := R gilt ¢: V —n <= c: R+— n. Weiter gilt fiir r # s nach Definition
des Konfliktgraphen

r und s sind benachbart in C <= r und s haben einen Konflikt.
Somit folgt

¢ ist Knotenfarbung fiir C
<= Sind 7 und s benachbart in C, so ist ¢(r) # c(s)
<= Haben 7 und s einen Konflikt, so ist ¢(r) # (s

~—

<= ¢ ist Schedule fiir R.

Analog ist der Kantenkonfliktgraph C' (vgl. Abschnitt fiir eine Requestmenge I',, fiir
Nicht-V D-M C-Netzwerke so konstruiert, dass zwei Kanten in C genau dann adjazent sind,
wenn die reprisentierten Requests einen Konflikt haben. Somit impliziert Kantenfarbung des
Kantenkonfliktgraphen ebenfalls einen Schedule.

Satz 6.3.2 (Kantenfirbung des Kantenkonfliktgraphen impliziert Schedule). Sei N kein
VD-MC-Netzwerk, C = (V,E,g) der Kantenkonfliktgraph zu v und ¢ : E — n. Dann ist ¢
eine Kantenfirbung von C genauw dann, wenn c ein lokaler Schedule fiir v ist. Insbesondere
hat ein optimaler Schedule fiir v gerade die Linge x'(C).

Beweis. Wegen £ :=T, giltc: E— n <= c: '}, — n. Weiter gilt fiir r # s nach Definition
des Konfliktgraphen

r und s sind adjazent in C' <= r und s haben einen Konflikt.
Somit folgt

c ist Kantenfarbung fiir C
<= Sind 7 und s adjazent in C, so ist ¢(r) # c(s
<= Haben 7 und s einen Konflikt, so ist ¢(r) # ¢(s)
<= c ist Schedule fiir v.
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Algorithmus 26 : GlobalNatSchedule-BC
Erstellung eines natiirlichen Schedules durch Farbung des globalen Konfliktgraphen
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
color: Methode zum Férben des Konfliktgraphen C.

Riickgabewert : Ein natiirlicher Schedule fiir R.
Komplexitit : O(|T|2 + 6%) + O(color).
Funktion GlobalNatSchedule-BC

C' := Knotenkonfliktgraph-Global;

a := color(C);

return o;
end

T W N =

6.3.1 Globaler Ansatz

Ein fiir alle Netzwerke funktionierender Ansatz ist das Farben des globalen Knotenkonflikt-
graphen. Dieser Algorithmus GlobalNatSchedule-BC ist in Algorithmus |26 dargestellt.

Satz 6.3.3. Der in Algorithmus dargestellte Algorithmus GlobalNatSchedule-BC erstellt
einen globalen Schedule in O(|T'|? 4+ ©%) + O(color). Die Approzimationsgiite x des Algorith-
mus ist gleich der Approximationsgiite k. des verwendeten Fdrbungsalgorithmus.

Beweis. Nach Satz ist die Farbung des globalen Knotenkonfliktgraphen C' ein Schedule
fiir T, also ist der Algorithmus korrekt. Da ein optimaler Schedule fiir T' die Liange x(C') hat,
folgt Kk = Ke. O

Unmittelbar folgt das folgende Korollar:

Korollar 6.3.4. Fiir beliebige Netzwerke gibt es einen Algorithmus zur Bestimmung eines
optimalen globalen Schedules mit einer Laufzeit von

A
4 33
0] <3+ 4) 0(2,4150/).

Des Weiteren gibt es einen polynomiellen Algorithmus mit Approzimationsgiite

IT|(log log |T'|)?
<0 ( (log T])? ) |

Beweis. Dieses folgt durch Verwendung der in Abschnitt beschriebenen Algorithmen
Eppstein-Color bzw. Halldorson-Color. O
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6.3.2 Lokaler Ansatz

Bei dem lokalen Ansatz werden der Reihe nach synchrone Schedules fiir die Knoten erstellt
und diese vereinigt. Im Wesentlichen sind daher alle hier vorgestellten Algorithmen spezielle
Versionen des in Algorithmus [15| dargestellten GlobalSchedUnion.

In Algorithmus ist der Prototyp GlobalNatSchedule der hier verwendeten Algorithmen
dargestellt. Die Korrektheit dieses Algorithmus ldsst sich erst fiir die speziellen Fille und
Implementierungen beweisen. Jedoch lasst sich die Laufzeit berechnen.

Algorithmus 27 : GlobalNatSchedule
Prototyp der Erstellung eines globalen natiirlichen Schedules durch Erstellung synchroner
lokaler Schedules

Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.

color: Methode zum Férben des Konfliktgraphen C,, in O(h(v)).
Riickgabewert : Ein globaler natiirlicher Schedule.
Komplexitéit : Bei Kantenfiarbung: O(|T'| - I(G) + >, cy h(v)).
Bei Knotenfirbung: O(|T| - [(G) + ©% + 3, oy h(v)).

Funktion GlobalNatSchedule

[ury

2 « := leerer globaler Schedule;

3 foreach v € V do // Breiten- oder Tiefensuche
// Erzeugen eines (3, fiir I', beziiglich lokaler Indizierung 7,.

4 Cy := Konfliktgraph(v) ;  // Erzeuge Knoten- oder Kantenkonfliktgraph

5 Evtl.: Definiere Vorfarbung «, ; // Erzwingung der Synchronitét

6 oy, = color(Cy) ; // Férbung mit den Farben 0,...,m —1

7 Erzeuge synchronen Schedule 3, aus ay;

8 a := SchedUnion(«, By, 1 );

9 return q;

10 end

Bemerkung 6.3.5. Sei W jederzeit die Menge, fiir die die ForEach-Schleife bereits durch-
laufen wurde, d.h. I'yy die Menge der bereits gescheduleten Requests. Dann sind in jedem
Durchlauf die Mengen v und W zusammenhingend und benachbart, nach Satz somit
konfliktfrei. Daher ist der in Zeile [27] erzeugte Schedule 3, genau dann synchron zu «, wenn

ﬁv\l“ml“w = r,Nr'y 1st.

Satz 6.3.6 (Der Algorithmus GlobalNatSchedule). Ist jeder in Zeile |27 erzeugte Schedule (3,
synchron zu o, d.h. gilt

Bo|r Ty = YTy Ty
so erzeugt der Algorithmus einen globalen Schedule.

Fiir die einzelnen Schritte gelte:

e Die Erzeugung des Konfliktgraphen C, = (V, E) hat eine Komplexitit von O(|V|+|E|),
d.h. O(dg(v) + |I'y|) bei Kantenkonfliktgraphen und O(|I'y| +©(v)) bei Knotenkonflikt-
graphen.

o Die Erzeugung der Vorfarbung dauert mazimal O(|T'y]).
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e Das Firben des Konfliktgraphen hat eine Komplezitit von O(h(v)).
e Die Erzeugung des synchronen Schedules dauert O(|T'y]).
Dann hat der Algorithmus GlobalNatSchedule eine Laufzeit von

bei Kantenfarbung: <|1"| 1(G)+ Z h(v )

veV

bei Knotenfirbung: O <]F] UG) +O% + Z h(v)) .

veV

Hat das Firben des Konfliktgraphen eine Komplezitit h(v) € O(|V| + |E|), so folgt fir die
Gesamtkomplexitat des Algorithmus

bei Kantenfirbung: O (|T']-1(G)),
bei Knotenfirbung: O (|T|-1(G) + @E) .

Beweis. Da in jedem Schritt der Schedule 8, zu « synchron ist, folgt die Korrektheit aus
Satz 4.5.111

Zur Laufzeit: Der Algorithmus GlobalSchedUnion hat nach Satz [4.5.11] eine Komplexitéit von
O(|T] - 1(G) + > ev 9(v)), wobei g(v) die Komplexitéit der Erstellung des Schedules fir T,
ist.

e Bei der Verwendung von Kantenkonfliktgraphen und Kantenfdarbung ergibt sich nach
Voraussetzung

9(v) € O(dg(v) + [Tu]) + O(|T]) + O(h(v)) + O(|T'w|) = O(dg (v) + L] + h(v)).
Somit folgt fiir die Gesamtkomplexitét

GlobalNatSchedule

(\T\ @)+ gv) )
veV
IT[-1(G) + Y (dg(v) + [Tw| + h(v ))>

veV

veV veV veV

IT[ - 1(G) + 2[E + |T| - 1((G) + > _ h(v ) |Es ist 2JE| = 2[V] =2 <2 h(v)

veV veV

=0 (\F\ 1(9) + ng - Z ITy| + Z h(v)) |Lemma 2.2.6] und Lemma
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Ist nun h(v) € O(dg(v) + |T'y]), so folgt daraus analog

GlobalNatSchedule € © <r G)+ > h(v ) (m 0G)+ ) (dg(v) + |Ty)) )

veV veV
CO(IT]-U(G) + 2[E[ + [T'| - 1(G)) = O(|T'[ - 1(G)).

¢ Bei der Verwendung von Knotenkonfliktgraphen und Knotenfarbung ergibt sich nach
Voraussetzung

g(v) € O(|Ty| + O(v)) + O(ITy|) + O(h(v)) + O(|Ty]) = O(|Ty| + O(v) + h(v)).
Somit folgt fiir die Gesamtkomplexitédt analog zu oben

GlobalNatSchedule

(IFll )+ g ) (IFll )+ > (| + O(v) ()))

veVY veV
(m UG + Y [Tl + D6 +Zh<v>) co (rrr-z<g>+ez+2h<v>> .
veV veV veV veV

Ist nun hA(v) € O(|T'y| + O(v)), so folgt daraus analog

GlobalNatSchedule € O <|F| (G +Zh ) <|F| (G +Z Ty + O( )))

veV veV
o(|T| - 1(G) + ©%).

6.3.2.1 Halbduplex-Netzwerke

Der folgende Algorithmus 16st das Scheduling-Problem fiir Halbduplex-Netzwerke mit kon-
stanter Request-Liange. Wesentlich ist dabei, dass in einem H D-Netzwerk je zwei Schedules
fiir zusammenh&ngende benachbarte Mengen synchronisierbar sind.

Es wird der in Algorithmus [27| dargestellte Algorithmenprototyp GlobalNatSchedule nun kon-
kretisiert.

(i) Der Konfliktgraph C, wird mit den in Abschnitt dargestellten Algorithmen be-
ziiglich der lokalen Indizierung -, erzeugt.

(ii) Eine Vorfarbung wird nicht benotigt.
(iii) Die Féarbung von C, kann mit einem beliebigen Algorithmus in O(h(v)) erfolgen.
(iv) Der Algorithmus (3, wird erzeugt durch 3, := Sync-Schedules(a, oy, yy)-

Der so modifizierte Algorithmus wird im Folgenden mit GlobalNatSchedule-HD bezeichnet
und ist in Algorithmus 28] dargestellt.
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Algorithmus 28 : GlobalNatSchedule-HD
Erstellung eines globalen natiirlichen Schedules fiir H D-Netzwerke
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
color: Methode zum Férben des Konfliktgraphen C,, in O(h(v)).
Riickgabewert : Ein globaler natiirlicher Schedule.
Komplexitét : Bei Kantenfarbung: O(|T'| - [(G) 4 >, oy h(v)).
Bei Knotenfirbung: O(|T| - [(G) + ©% + 3, oy h(v)).

1 Funktion GlobalNatSchedule-HD
2 « := leerer globaler Schedule;
foreach v € V do // Breiten- oder Tiefensuche
// Erzeugen eines [, fiir I', beziiglich lokaler Indizierung 7,.
4 Cy = Konfliktgraph(v) ; // Knoten- oder Kantenkonfliktgraph
ay = color(Cy) ; // Férbung mit den Farben 0,...,m —1
By := Sync-Schedules(a, vy, vy );
7 a := SchedUnion(«, By, V);
return q;
9 end

Satz 6.3.7. Fir ein HD-Netzwerk erzeugt der Algorithmus GlobalNatSchedule-HD einen
globalen Schedule.

Hat das Farben des Konfliktgraphen C, eine Komplexitat von O(h(v)), so gilt fir die Kom-
plexitdt

bei Kantenfirbung: GlobalNatSchedule-HD € O(|T'| - 1(G) + Z h(v)),

veV

bei Knotenfirbung: GlobalNatSchedule-HD € O(|T'| - 1(G) 4+ ©% + Z h(v)).
veV

Die Approzimationsgite k von GlobalNatSchedule-HD ist gleich der Approzimationsgiite ke
des Fdrbungsalgorithmus.

Beweis. e Zur Korrektheit: Der Algorithmus GlobalNatSchedule-HD ist eine konkrete Ver-
sion von GlobalNatSchedule. Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass in jedem Schritt
0By zu « synchron ist.

Wird der Konfliktgraph €, mit den in Abschnitt beschriebenen Algorithmen er-
zeugt, so ist C, ein Konfliktgraph beziiglich der lokalen Indizierung 7,. Wegen Satz
bzw. Satz ist dann nach der Férbung «, ein lokaler Schedule fiir v beziiglich der
Indizierung 7,. Nach Bemerkung und Satz ist «, zu « synchronisierbar.
Daher erzeugt Sync-Schedules einen zu a synchronen Schedule 3,.

e Zur Laufzeit: Die Erzeugung des Konfliktgraphen hat eine Komplexitdt von O(|V| +
|E|). Ein Vorfdrben ist nicht nétig, die Farbung selbst dauert nach Voraussetzung
O(h(v)). Die Erzeugung des Schedules (3, aus «, durch Synchronisation hat eine Kom-
plexitit von O(|['y]). Damit folgt die Laufzeit aus Satz [6.3.6]
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e Zur Approximationsgiite: Sei OPT'(R) die Linge eines optimalen Schedules fiir R. Dann
gilt fiir jeden Knoten |5,| < k.-OPT(I',) und somit fiir den vom Algorithmus erzeugten
Schedule «

) 8,

veV

o] =

= | < LOPT(T,) = k. OPT(I),
max |6,] < max K OPT(I'y) = kcOPT(T)

somit folgt die Behauptung.
O

Wird nun in GlobalNatSchedule-HD eine O(|V| + |E|)-Heuristik zur Knoten- bzw. Kanten-
farbung verwendet, so erzeugt der Algorithmus nach Satz [6.3.6] einen globalen Schedule in
O(IT'| - 1(G) + ©%) bei Knotenfirbung bzw. in O(|T| - 1(G)) bei Kantenfirbung.

Aus Abschnitt konnen konkretere Schlussfolgerungen gezogen werden:

Korollar 6.3.8 (Approximatives Scheduling mit Approximationsgiite %) Sei N eine HD-
UC-Netzwerk. Dann gibt es einen O(|T|? - 1(G))-Algorithmus mit Approzimationsgiite k = 4

zur Bestimmung eines globalen Schedules.

Beweis. Wird zur Kantenfirbung des Kantenkonfliktgraphen C,, der in Abschnitt vorge-
stellte O(|E|(A(G) + |V]))-Algorithmus NK-Edgecolor verwendet, so hat der oben beschrie-
bene Algorithmus eine Laufzeit von

o (F! UG) + Y Tul(AC) + dg(@)))

veV

co(r|-ug)) + 0 (Z T (P + A(g)))

veV
CO(IT'] - 1(G) + O((¥ + A(9))IT'] - 1(9))
=0((¥ + A(9)IT] - 1(9))
cO(IT? - 1(g)).

Die Approximationsgiite x des Algorithmus GlobalNatSchedule-HD ist gleich der Approxima-
tionsgiite k. = % des Farbungsalgorithmus. O

Korollar 6.3.9 (Bei beschrinktem Grad gibt es einen exakten Algorithmus). Sei N ein
Halbduplez-Netzwerk und der mazimale Grad dg(v) beschrinkt. Dann gibt es einen Algorith-
mus mit Laufzeit O(|T| - 1(G)) zur Bestimmunyg eines optimalen globalen Schedules.

Beweis. Die Anzahl der Knoten des Kantenkonfliktgraphen C, ist gerade |V¢,| = |[E(v)| =
dg(v), also beschrénkt. Verwendet man nun zur Kantenfirbung den in Abschnitt vorge-
stellten O(|E|)-Algorithmus Bounded-Edgecolor, so hat der oben beschriebene Algorithmus
wegen h(v) = O(|E|) C O(|V| + |E|) nach Satz [6.3.6] eine Laufzeit von O(|T|-1(G)).

Die Approximationsgiite x des Algorithmus ist gleich der Approximationsgiite k. = 1 des
exakten Farbungsalgorithmus. Also ist der Algorithmus GlobalNatSchedule-HD in diesem Fall
exakt. O

116



6.3 Konstruktion der Schedules

Dieser Algorithmus ist jedoch praktisch nicht verwendbar, da die multiplikative Konstante
von Bounded-Edgecolor zu grof ist.

6.3.2.2 Vollduplex-Netzwerke

Fiir Halbduplex-Netzwerke ist die Erstellung der lokalen Schedules die Hauptschwierigkeit.
Denn dieses entspricht fiir Bdume beliebigen Grades der schwierigen Férbung der Konflikt-
graphen. Bei V. D-UC-Netzwerken hingegen ist die Kantenfdrbung der Konfliktgraphen ein-
fach, da diese bipartit sind. Die Konzepte dieses Abschnittes lassen sich nicht auf V D-MC-
Netzwerke {ibertragen, da dort Requests in einem Knoten konfliktfrei sein aber global einen
Konflikt haben kénnen. Daher sollen hier ausschlieflich V D-UC-Netzwerke betrachtet wer-
den.

Satz 6.3.10 (Optimaler lokaler Schedule zu v in O(|T'y|log ¥)). In V D-UC'-Netzwerken lisst
sich zu jedem Knoten v € V in O(|T'y|log V) ein optimaler Schedule erstellen.

Beweis. Nach Satz ist der Kantenkonfliktgraph zu I';, bipartit. Wendet man den in Ab-
schnitt [3.4] dargestellten O(|E|log A(G))-Algorithmus zur exakten Kantenfirbung bipartiter
Graphen auf den V D-Konfliktgraph C, an, so kann ein optimaler lokaler Schedule konstruiert
werden in

O(IT, | log A(C,)) € O(IT, | log ).
O

Das Problem bei Vollduplex-Netzwerken ist, dass diese Schedules nicht zwangslaufig synchro-
nisierbar sind. Daher ist es nicht mdglich, fiir jeden Knoten — unabhéngig von den bereits
erzeugten Schedules fiir die anderen Knoten — optimale Schedules zu erstellen und diese
anschlieffend zu synchronisieren.

Synchrone Schedules durch Vorfarben Eine Moglichkeit ist, vor der Férbung des Konflikt-
graphen den bereits gescheduleten Requests eine nicht mehr zu dndernde Farbe zuzuweisen.
Der so erzeugte Schedule wire synchron zu dem vorherigen Schedule.

Fiir V D-UC-Netzwerke wird der in Algorithmus [27] dargestellte Prototyp GlobalNatSchedule

nun konkretisiert.

(i) Der Konfliktgraph C, wird mit den in Abschnitt dargestellten Algorithmen be-
ziiglich der lokalen Indizierung -, erzeugt.

(ii) Bereits geschedulete Requests werden im Graphen so vorgefirbt, dass die lokale Farbe
mit der globalen Zeit ihrer Ausfithrung iibereinstimmt.

(iii) Die Farbung von C, kann mit einem beliebigen Algorithmus in O(h(v)) erfolgen, wobei
die Farben der vorgefirbten Requests beibehalten werden.

(iv) Der Algorithmus 3, ist nun gleich der Farbung av,.

Der so modifizierte Algorithmus GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec (fiir Precolor) ist in Algo-
rithmus [29] dargestellt.
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Algorithmus 29 : GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec
Erstellung eines globalen natiirlichen Schedules fiir V D-UC-Netzwerke

Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
color: Methode zum Férben des Konfliktgraphen C,, in O(h(v)) unter
Beibehaltung der Farben bereits gefarbter Knoten.
Riickgabewert : Ein globaler natiirlicher Schedule.
Komplexitit : Bei Kantenfiarbung: O(|I'| - [(G) + _, cy h(v)).
Bei Knotenfirbung: O(|T| - [(G) + ©% + 3, oy h(v)).

1 Funktion GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec

2 o := leerer globaler Schedule;

3 foreach v € V do // Breiten- oder Tiefensuche

4 Cy := Konfliktgraph(v) ; // Knoten- oder Kantenkonfliktgraph
// Férbe bereits geschedulete Requests vor

5 By := Farbung fiir Cy;

6 foreach j € |T',| do // Erzwingen der Synchronitét

| if a(y(j)) # oo then £,(j) := a(y()))
By = color(Cy) ; // Férbung unter Beibehaltung bestehender Farben
| a:= SchedUnion(a, By, vv);
10 return o;
11 end

Satz 6.3.11. Fir ein V. D-UC-Netzwerk erzeugt der in Algorithmus[29 dargestellte Algorith-

mus GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec einen globalen Schedule.

Hat das Farben des Konfliktgraphen C, eine Komplezitat von O(h(v)), so gilt fir die Kom-

plexitit

bei Kantenfirbung: ~GlobalNatSchedule-VD-UC € O(|T|-1(G) + Y _ h(v)),
veV

bei Knotenfirbung: GlobalNatSchedule-VD-UC € O(|T| - 1(G) + ©% + Z h(v)).
veV

Beweis. e Zur Korrektheit: Der Algorithmus GlobalNatSchedule-VD-UC ist eine konkrete
Version von GlobalNatSchedule. Sei Ty die Menge der bereits gescheduleten Requests.
Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass in jedem Schritt By\r,qr,, = Qr,Ary, ISt

Wird der Konfliktgraph C, mit den in Abschnitt beschriebenen Algorithmen er-

zeugt, so ist C, ein Konfliktgraph beziiglich der lokalen Indizierung ~,.

In Zeile 29 wird sichergestellt, dass

Vi€ Ly : Bu(4) == alw(4))

gilt, d.h. dass fiir alle r € 'y N T, die a(r) beziiglich des globalen Index gleich (3, (r)

beziiglich des lokalen Index gilt. Dann ist ory,Ar, = Borynr, -
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e Zur Laufzeit: Die Erstellung der Konfliktgraphen dauert O(|V|] + |E|), das Vorfirben
hat eine Komplexitdt von O(|T'y|). Da §, = «, ist, folgt fiir den Algorithmus nach
Satz die Komplexitit.

Wird in GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec eine O(|V| + |E|)-Heuristik zur Knoten- bzw. Kan-
tenfarbung verwendet, so erzeugt der Algorithmus nach Satz einen globalen Schedule
in O(|T| - 1(G) + ©%) bei Knotenfirbung bzw. in O(|T'| - 1(G)) bei Kantenfirbung.

Ein Problem dieses Algorithmus ist jedoch, dass viele Féarbungsalgorithmen es nicht ermogli-
chen, vorgeférbte Knoten beizubehalten. Offensichtlich kann die Methode des Umférbens bei
sequentieller Farbung nicht verwendet werden. Aufterdem wird bei Farbung mittels unabhéin-
gigen Mengen oder Matchings die Wahl des Algorithmus zum Finden unabhéngiger Mengen
eingeschriankt. Daher lassen sich viele gute Heuristiken zur Farbung nicht anwenden.

Synchronisierbare Schedules durch modifizierten Konfliktgraphen Ziel ist es nun, den
Knotenkonfliktgraphen so zu modifizieren, dass auch in Vollduplex-Netzwerken eine Farbung
des Konfliktgraphen einen zu « synchronisierbaren Schedule impliziert. Seien dazu R, S C I’
konfliktfreie Mengen und « : R — n ein Schedule. Wir konstruieren nun einen Konfliktgra-
phen C, so dass eine Knotenfirbung von C einen zu « synchronisierbaren Schedule g fiir S
impliziert.

Satz und Definition 6.3.12. Auf S wird eine Relation ~, defintert durch

re~g S <= r=sV(r,s € RAa(r) = als)).

Die Relation ~oC S? ist eine Aquivalenzrelation.

Falls offensichtlich ist, auf welchen Schedule sich die Relation bezieht, lassen wir den Index
o weg.

Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind offensichtlich.

Zur Transitivitdt: Sei r ~ s und s ~ t. Falls r € R, dann ist wegen r ~ s auch s € R und
a(r) = a(s). Somit ist wegen s ~ ¢t auch ¢ € R und «a(s) = «(t). Es folgt r,t € R und
a(r) = «(t), also ist r ~ t.

Falls r ¢ R, dann ist wegen r ~ s auch r = s. Somit ist wegen s ~ t auch s = ¢. Es folgt
r =t und somit r ~ t. O

Die Aquivalenzklasse zu einem Request r sei mit [r], bezeichnet und es sei Ry = {[r]a : 7 €
R} die Menge aller Aquivalenzklassen. Auch hier wird der Index o ggf. weggelassen.
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Definition 6.3.13 (Knotenkonfliktgraph zu S beziiglich ). Der Knotenkonfliktgraph C =
(V,E) zu S beziiglich « ist gegeben durch

V=R,
E = Ekonf U Esched mit
Ekonf—{{ }€V2 []7&[8]77”%5}’
Egyne = {{ [s]} € V2. H#[s],r,sER/\a(T);«éa(s)}.

Der Graph C' heifit Knotenkonfliktgraph zu S beziiglich «.

Der Knotenkonfliktgraph C' zu S beziiglich « ist einfach und schlingenfrei.

Satz 6.3.14. Sei o : R — Ny ein Schedule, C = (V,E) der Knotenkonfliktgraph zu S
beziiglich o und ¢ : 'V +— n. Definiere

B:8=n,  Br)=cr).

Dann ist ¢ eine Knotenfirbung von C genau dann, wenn [ ein zu « synchronisierbarer

Schedule fiir S ist.

Beweis. Sei ¢ : V +— n eine Knotenfarbung von C. Dann ist 3 ein zu « synchronisierbarer
Schedule fiir S, denn es gilt 8: S +— n und

B(r) = B(s)
= c([r]) = c([s])
= {[r].[s]} ¢ E
= {[r]. [s]} & Ekons A[r], [s]} & Esyne
= r, s haben keinen Konflikt A (r ¢ RV s ¢ RV a(r) = «a(s)).

Insbesondere ist 3 ein Schedule und fiir r, s € RN S gilt
Br) = B(s) = a(r) = afs).
Weiter ist
afr)=afs) = r~s = [r]=[s] = c([r]) =c([s]) = B(r) =B(s).
Daher ist B(r) = 8(s) <= a(r) = a(s), also ist nach Satz 3 zu a synchronisierbar.

Sei umgekehrt 3 ein zu « synchronisierbarer Schedule fiir S. Dann ist ¢ : V — n und es gilt

=pB)AN(r¢é¢ RVsé¢ RVa(r)=a(s))
= r und s sind konfliktfrei A (r ¢ RV s ¢ RV a(r) = a(s))

g {[T‘], [S]} ¢ Ek’onf A {[T‘], [5]} ¢ Esync
== A{lr],[s]} ¢ E.

Also ist ¢ eine Féarbung fiir C. O
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Nun soll die Anzahl der Kanten und Knoten des so definierten Konfliktgraphen abgeschétzt
werden.

Lemma 6.3.15. Seien {v}, W C V benachbarte zusammenhéangende Mengen. Sei o ein Sche-
dule fiir W. Wird die Relation ~ auf der Menge 'y, definiert, so enthdlt jede Aquivalenzklasse
mazimal zwei Elemente.

Beweis. Seien r,s,t € I, paarweise verschiedene Requests mit r ~ s und r ~ ¢. Dann gilt
wegen r # s und s # t: r,5,t € Ty und a(s) = a(r) = «(t), insbesondere stehen keine
zwei der Requests r,s,t in Konflikt. Jedoch haben nach Lemma |4.2.25(ii) mindestens zwei
der Requests r, s, t einen Konflikt. Widerspruch. ]
Lemma 6.3.16. Seien {v}, W C V benachbarte zusammenhingende Mengen. Sei A :=T', N
Ly Dann ist |A|(|A] — 1) < 40(v) + 2|T].
Beweis. Jedes Request r € A enthélt Knoten aus v und W, somit die v-W-Kante e = {v, w}.
Dabher ist r € I'e. Daraus folgt A C I, und nach Lemma [4.2.30{1)
[AJ(JA] = 1) < [Te|(JTe[ = 1) =< 40(e) + 2¥(e) < 40(v) + 2|T|.
O

Lemma 6.3.17. Seien {v}, W C V benachbarte zusammenhingende Mengen und o ein
Schedule fiir W. Dann gilt fiir den Knotenkonfliktgraph C = (V, E) zu T, beziiglich o:

VI< Tl |E[<36(v) + [Ty

Insbesondere ist O(|V| + |E|) C O(|T'y| + ©(v)).

Beweis. Die Menge V ist die Menge der auf I', definierten Aquivalenzklassen beziiglich ~.
Da keine Aquivalenzklasse leer ist, folgt |V| < |T,|.

Weiter ist |Egont| < [{(7,5) : 7 e~y s} = O(v).

Dann ist
1
|Esyne| < [{{r,s}:r,seTyNTw,r # s} = -|Ty NTw|(IT'y NTw| — 1) < 20(v) + |T'y|.
2
Somit ist |E| < |Egong| + |Esyne| < 30(v) 4+ |T'y|. O

Satz 6.3.18 (Der Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Sync). Sei N ein V D-UC-Netzwerk. Der
in Algorithmus |30 dargestellte Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Sync bestimmt den Konfliki-
graphen C = (V, E) zu S beziglich o in O(|Ly| + O(v)).

Fiir einen formalen Beweis des Algorithmus siehe Anhang Dort wird auch die Bedeutung
der globalen Variablen class sichtbar. Hier ist der Beweis skizziert.
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Algorithmus 30 : Knotenkonfliktgraph-Sync
Erstellung des Knotenkonfliktgraph fiir I'), beziiglich «
Daten : A: Die Struktur des V D-UC-Netzwerks.
class: Eine zu Beginn und am Ende leere Abbildung class : |I'| — No U {oo}.
Parameter : v: Der Knoten, fiir dessen Requestmenge T, der Schedule erzeugt wird.
a: Der Schedule fiir die zusammenhéngende zu v benachbarte Menge W,
zu dem der konstruierte Schedule synchron sein soll.
Riickgabewert : C: Der Knotenkonfliktgraph zu I';, beziiglich « als Adjazenzliste.
cl: Abbildung, die jedem Request r € '}, in lokaler Indizierung ~, die
Nummer der Klasse [r] zuordnet.
Komplexitit : O(|I'| + ©(v)) = O(|V| + | E|) beziiglich des Konfliktgraphen.

1 Funktion Knotenkonfliktgraph-Sync(v: Knoten, a: Schedule)

2 cl := leere Abbildung als Array;

3 foreach r € T', do // Bildung der Klassen [r],
4 if » ¢ R then lege neue Klasse [r] an und ergénze cl(r);

5 else if Js: a(r) = a(s) then cl(r) ;= cl(s) ; // Fiige r in Klasse [s| ein
6 else lege neue Klasse [r| an und ergénze cl(r);

Es gebe clnum Klassen {0, ..., clnum — 1};

8 C := leerer Graph mit clnum Knoten;

9 foreach r,s € ', N Ty mit a(r) # a(s) do // Kanten aus FEgy,. einfiigen
10 L Fiige Kante {cl(r),cl(s)} in C ein;
11 foreach e € E(v) do // Kanten aus Ej,,s einfiigen
12 L foreach r, s mit r «~. s do fiige Kante {cl(r),cl(s)} in C ein;
13 Entferne mehrfach vorkommende Kanten aus C;
14 return (C, cl);
15 end

122



6.3 Konstruktion der Schedules

Beweis. Zur Korrektheit:

Es werden die korrekten Aquivalenzklassen gebildet: In der ForEach-Schleife ab Zeile
werden die Klassen der Requests erstellt. Dabei ist jedes Request r in einer Klasse j
und es wird cl(r) := j definiert. Des Weiteren wird in Zeile [30| sichergestellt, dass zwei
verschiedene Requests r, s in derselben Klassen sind, wenn r,s € 'y ist und sie in «
zur selben Zeit ausgefiihrt werden.

Es wird der Konfliktgraph aus Definition gebildet: In der ForEach-Schleife ab
Zeile wird genau dann eine Kante zwischen zwei Klassen eingefiigt, wenn diese
zu unterschiedlichen Zeiten geschedulete Requests aus I'yyy enthalten. Somit sind nach
dieser Schleife alle Kanten aus Egy,. im Graphen eingefiigt.

In der ForEach-Schleife ab Zeile [30| wird genau dann eine Kante zwischen zwei Klassen
eingefiigt, wenn zwei Requests dieser Klassen einen Konflikt in einer zu v adjazenten
Kante, also in v haben. Somit enthdlt C' nach dieser Schleife alle Kanten aus Egop, .

Nach dem Entfernen mehrfach vorkommender Kanten enthilt der Konfliktgraph daher
jede Kante aus Ejopp U Esyne genau einmal.

Zur Laufzeit: Es gibt |[V| € O(|]T',|) Knoten und |E| € O(0(v)) Kanten.

Die Schleife in Zeile [30| hat eine Komplexitiat von O(|T'y]).

Die Erzeugung des leeren Graphen dauert O(|T',]).

Die Schleife ab Zeile [30] lisst sich in O(|['y|) implementieren (siche Anhang[A.2).
Die Schleife ab Zeile [30| benstigt eine Laufzeit von O(©(v)).

Das Entfernen doppelter Kanten lésst sich ebenfalls in O(O(v)) implementieren.

Insgesamt ergibt sich eine Laufzeit von

O(ITy| + Ty + |Ty| + ©(v) + O(v)) = O(|T'y| + O(v)).

Mit diesem Konfliktgraphen lisst sich nun ein Algorithmus zur Erstellung eines globalen
Schedules fiir V D-UC-Netzwerke erzeugen. Dazu wird der in Algorithmus dargestellte
Algorithmenprototyp GlobalNatSchedule konkretisiert.

(1)

Der Knotenkonfliktgraph C, fiir I'), beziiglich o wird mit Knotenkonfliktgraph-Sync be-
ziiglich der lokalen Indizierung ~, erzeugt.

Es ist keine Vorfarbung notwendig.
Die Farbung von C, kann mit einem beliebigen Algorithmus in O(h(v)) erfolgen.

Der Algorithmus 3, wird nun erzeugt, indem jedes Request r als Startzeit die Farbe
ay([r]) der Klasse [r] erhélt.

Der so modifizierte Algorithmus wird mit GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes bezeichnet und
ist in Algorithmus [31] dargestellt.
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Algorithmus 31 : GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes
Erstellung eines globalen natiirlichen Schedules fiir V D-UC-Netzwerke

Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.

color: Methode zum Férben des Konfliktgraphen C,, in O(h(v)).

Riickgabewert : Ein globaler natiirlicher Schedule.
Komplexitit : O(|T] - 1(G) + ©% + Y, oy h(v)).

1 Funktion GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes
2 class := leerer Abbildung |I'| — Ny U oo;
3 o := leerer globaler Schedule;
4 foreach v € V do // Breiten- oder Tiefensuche
5 (Cy, cl) := Knotenkonfliktgraph-Sync(v, ) ;  // Konfliktgraph zu I', bzgl. «
6 ¢ := color(Cy) ; // Knotenférbung der Klassen
7 foreach r € I do a,(r) := c(cl(r)) ; // Erzeuge Schedule
8 By := Sync-Schedules(a, ay, 1) ; // Synchronisiere «, zu «
9 a := SchedUnion(«, By, v );
10 return «;
11 end

Satz 6.3.19. Fir ein V. D-UC-Netzwerk erzeugt der in Algorithmus[31] dargestellte Algorith-
mus GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes einen globalen Schedule.

Hat das Farben des Konfliktgraphen C, eine Komplezitit von O(h(v)), so gilt fir die Kom-
plexitdt

GlobalNatSchedule-VVD-UC-Classes € O (\F 1(G) + 0% + Z h(v)> .

veV

Beweis. e Zur Korrektheit: Der Algorithmus GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes ist eine
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konkrete Version von GlobalNatSchedule. Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass in
jedem Schritt 3, zu a synchron ist.

Nach Bemerkung sind W und {v} benachbarte zusammenhéingende Mengen und
somit I'yy und ', konfliktfrei. Der Konfliktgraph C, ist ein Knotenkonfliktgraph fiir I,
beziiglich «, die Abbildung ¢l ordnet jedem Request r in lokaler Indizierung ~, die r
enthaltende Klasse [r] zu. In Zeile[31]wird ¢ eine Férbung fiir C,, in der darauf folgenden
Zeile wird fiir jedes Request ay(r) := ¢([r]) gesetzt. Nach Satz ist dann «,, ein
zu « synchronisierbarer Schedule. Somit wird in Zeile 31| 5, zu einem zu « synchroner
Schedule fiir T',,.

Zur Laufzeit: Die Erstellung der Konfliktgraphen dauert O(|T'|+©(v)). Das Farben hat
eine Komplexitét von h(v). Das anschliefende Erzeugen von «,, und die Synchronisation
dauern jeweils O(|T',]). Somit ergibt sich die Komplexitét aus Satz
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Auch dieser Algorithmus GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes erzeugt bei der Verwendung einer
O(|V|+|E|)-Heuristik zur Knotenféirbung wegen O(|V|+|E|) € O(|T'|+©(v)) nach Satz[6.3.6]
einen globalen Schedule in O(|T|-1(G) + ©%).

Fazit fiir Scheduling in V D-UC-Netzwerken:

Bemerkung 6.3.20. Fiir keiner der beiden Algorithmen fiir V D-UC-Netzwerke entspricht
die Approximationsgiite des Féarbungsalgorithmus der Approximationsgiite des Algorithmus.
Denn selbst wenn ein exakter Farbungsalgorithmus verwendet wird ist es méglich, dass durch
bereits geschedulete Requests Bedingungen einfliefen, die eine Optimalitit des lokalen Sche-
dules und insbesondere des globalen Schedules unmdoglich machen.

Vergleicht man die beiden Algorithmen, so haben beide Vor- und Nachteile. Der erste Al-
gorithmus benotigt das Farben unter Beibehaltung vorgefarbter Requests. Dadurch werden
einige Heuristiken ausgeschlossen. Jedoch ist dafiir nur der bipartite Kantenkonfliktgraph zu
farben. Im zweiten Algorithmus hingegen wird das Beibehalten vorgefdrbter Requests nicht
benotigt, d.h. es konnen beliebige Farbungsalgorithmen angewandt werden. Dafiir ist jedoch
eine Knotenfarbung zu finden.

Bemerkung 6.3.21 (Bekannte Resultate zu V D-UC-Netzwerken). In [Erl99, S.53f] zeigt
Erlebach, dass es — falls P #£ NP — fiir V. D-UC-Netzwerke keinen polynomiellen Algorithmus
mit Approximationsgiite © < % geben kann. Des Weiteren entwickelt er in [Erl99, Kapitel

4.2| einen polynomiellen Algorithmus fiir das Scheduling-Problem in V D-UC-Netzwerken,

der einen Schedule mit maximaler Linge k = [g@] erzeugt. Da U eine untere Schranke fiir

die Lange des optimalen Schedules ist, hat dieser Algorithmus die Approximationsgiite 2.
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Kapitel 7

Gestaffelte Requestlangen

7.1 Darstellung der Requestzeiten in gestaffelten Schedules

In diesem Kapitel nehmen wir an, dass die Requests exponentiell gestaffelte Ubertragungs-
lingen haben, d.h. fiir jedes Request 7 € T'ist §(r) € {2 : k =0,..., N}, wobei N € Ny als
feste Konstante angenommen wird. Dabei sollen die Schedules so entworfen werden, dass ein
Request der Linge 2* nur zu einer Zeit j - 2F mit j € Ny ausgefithrt werden kann.

1 | 2 | 3
T4 | 5

76 | 7 ‘ ‘ T8 | T9

10 11
_T12  Tie  Ti14 | 15 17

0 1 2 3 4 H 6 7 8 9 10 11 12

Abbildung 7.1: Gestaffelter Schedule fiir 20 Requests der Lingen 1,2 und 4

Definition 7.1.1 (Gestaffelter Schedule). Sei R C I'. Ein Schedule oo : R — Ngy heifit
gestaffelter Schedule, wenn fir jedes r € R gilt: a(r) ist durch 6(r) teilbar.

Bei konstanten Requestlingen gibt es nach Satz immer einen optimalen natiirlichen
Schedule. Dieses ist bei gestaffelten Schedules nicht der Fall.

Beispiel 7.1.2 (Es gibt nicht immer einen optimalen gestaffelten Schedule). In dem in
Abbildung [7.2) dargestellten Netzwerk gilt 71 e~ 19, 9 e 73 und r3 «w ry.

Abbildung 7.2: Ein H D-Netzwerk mit Requests r1 : di — do, o : do — ds, 73 : d3 — dy,
r4 : dg — ds und Dauer §(r1) = 6(ra) =2, §(r2) =6(r3) = 1.
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‘ r1 | ‘ "1 | I T
L E e T4
T T T T T T T
0 1 2 3 0 1 2 3 4
(a) Schedule o mit Linge 3 (b) Gestaffelter Schedule 3 mit Lange 4

Abbildung 7.3: Optimaler Schedule und optimaler gestaffelter Schedule verschiedener Linge.

Ein optimaler Schedule mit Liange 3 ist gegeben durch a(r;) = a(rs) = 0, a(rs) = 1 und
a(re) = 2 (siehe Abbildung[7.3(a))

Dieser ist jedoch nicht gestaffelt. In einem gestaffelten Schedule der Linge kleiner oder gleich
3 miissen die Requests r1 und r4 zur Zeit 0 ausgefiihrt werden. Da ro und r3 einen Konflikt
entweder mit r; oder r4 haben, kénnen sie dann frithstens zur Zeit 2 ausgefithrt werden. Sie
kénnen aber nicht zeitgleich ausgefithrt werden, insofern wird ein Request zum Zeitpunkt
2, das andere zum Zeitpunkt 3 ausgefiithrt. Der so entstehende Schedule g mit B(r;) =
B(re) =0, B(r2) = 2 und B(r3) = 3 ist ein optimaler gestaffelter Schedule mit Lange 4 (siehe
Abbildung [7.3|(b))

Gestaffelte Schedules lassen sich in bindren Wildern speichern. Dazu wird jedoch eine andere
Darstellung der Ausfithrungszeiten der Requests bendotigt.

Lemma 7.1.3. Jede Zahl k- 2™ € Ny hat eine Darstellung
=> 22,  zmeNy, ze{01}, i=1,...,N-1

Somit kénnen wir jede Zahl k - 2" eindeutig als (N + 1)-Tupel (zn,...,20) € Ng x {0,1}¥
mit 20 = ... = zp—1 = 0 auffassen.

Beweis. Mit der eindeutigen Binédrdarstellung

J
k=Y k-2, ki € {0,1}

1=0

fiir k& (wobei 0.B.d.A. j > N angenommen wird und ggf. die fithrenden Koeffizienten k; = 0

sind) gilt
N-—

)—‘WMQ
;?4 o

J Jjtn
k-2 ) - Zki-Q”” = Zki_nﬂl
=0 j

j+n Jtn—N
— ion 2 ) kg2 kazl + 2N Z k:NHnQ_Z‘-Q"
i=n i=N i=n
mit
j+n—N
si=kin€{01}, zv= Y kniin-2 €Ny
=0
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7.2 Slots

Mit dieser Darstellung lassen sich gestaffelte Schedules effizient in der Struktur eines binéren
Waldes bzw. eines Baumes speichern, bei dem jeder Knoten auber der Wurzel einen Grad
kleiner oder gleich zwei hat. In jedem Knoten der Ebene k werden die Requests der Lan-
ge 2V=F gespeichert, die zu diesem Zeitpunkt geschedulet sind. Zur Formalisierung soll im
Folgenden der Begriff Slot definiert werden.

Eine Menge R von Requests ldsst sich nun aufteilen in die Requests der verschiedenen Langen.
Wir definieren

R*={reR:dr)=2"}, k=0,...,N,

RZ* = {r e R:d(r) > 2}, k=0,...,N,
RS ={reR:d(r)<2*}, k=0,...,N

und entsprechend I'=*, F‘:/k usw.

Definition 7.2.1 (Slot). Sei « ein gestaffelter Schedule fir R. Der Slot S := Sl (zn, ..., 2zn)
ist formal definiert als das Tupel (zn,...,zn). Er hat die Lange 6(S) = 2", die Startzeit
start(S) = (zn, ..., 2n,0,...,0), die Endzeit ende(S) = start(S)+4d(S) und das Aktivitéts-
intervall

S = [start(S), ende(S)) .

Des Weiteren ist

Lo(9) :={{re R} ra(r) = (2N, -y Zns Yne1s - - - ,0)

und T5(S) := (To(S))™" die Menge der Requests mit Linge 2", die innerhalb von S ausge-
fiihrt werden.

In Lemmal|7.2.4(i) wird gezeigt, dass I, (5) die Menge der Requests ist, die komplett innerhalb
des Aktivitatsintervalls S ausgefiihrt wird.

Definition 7.2.2 (Eigenschaften von Slots). Fir Slots werden einige Begriffe definiert. Sei
dazu o ein Schedule.

o FEin Slot S ist leer in «, wenn I'; (S) = 0 und rekursiv leer, wenn T (S) = 0. Fin nicht
leerer Slot heif§t gefiillt, ein nicht rekursiv leerer Slot heifit rekursiv gefiillt.

e Fin Slot S liegt innerhalb eines Slots oder unter einem Slot T, wenn S c T ist. Dann
liegt T oberhalb won S. Ist S innerhalb von T oder umgekehrt, so heiffen diese Slots
abhingig. Zwei nicht abhdngige Slots heiffen unabhingig.

o [in Slot S heifit frei in o, wenn er nicht innerhalb eines gefillten Slots liegt, d.h. wenn
es keinen Slot oberhalb von S gibt, der ein Request mit grofierer Linge als 6(S) enthdlt.

e Firn < N heiffen die Slots S := Sl{(zn,...,2p41,0) und T := Sl{zn,...,2nt1,1)
benachbart. Entsprechend heifit S Nachbar von T und umgekehrt.

e Ein Slot S hat in « einen Konflikt mit einem Request r, wenn ein Request s € T'(S)
ein Konflikt mit r hat.
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Ist offensichtlich, auf welchen Schedule sich die Aussagen beziehen, so ldsst man die Angabe
des Schedules im Index weg.

Lemma 7.2.3. Seien S = Sl(sn,...,Sn,) und T = Sl{tn,... tn,) zwei Slots. Dann ist
dquivalent

(i) S und T sind nicht disjunkt, d.h. SNT # 0.
(ii) s; =t; fir i = max(ng,n¢),...,N.

(iii) S und T sind abhdinging, d.h. ScToderTCS.
Beweis. Sei 0.B.d.A 6(5) > 6(T), d.-h. ng = j + ns mit j > 0. Dann ist

N N
start(S) = (sn, ..., 8n,,0,...,0) = Y 52" = (Z sizi"s> LM = | QM = (k20) . 2™

i=ng 1=ng

N N
start(T) = (tn, ... tn,,0,...,0) = Y £;2' = <Zti2i”t> LM =M,

i:TLt i:TLt

Wir zeigen nun die Kette (i) < (ii) = (iii) = (i).
Zu (i) <= (ii): Esist
SNT#0
<= [start(S), start(S) + 0(S)) N [start(T), start(T) + 6(T)) # 0
(k2" (k+1)-2")N[l-2", (1 +1)-2") #0
= [(k27) -2 (k+1)27 - 2™y A [1-2™, (1 +1)-2") £
= k2, (k+12)N[14+1)#0 les ist 1 € Ny
=l k2, (k+1)2%)

j—1
=Tk €{0,1}: 1=k +> kin,2
=0
ns—1
— Jk; € {0,1} : 120 = k2" + > k2!
1=n¢
ng—1
< Jk; € {0,1} : start(T) = start(S) + Z k2!
i=n¢
N ns—1 N ns—1
— 3k; €{0,1} : St Y 2= 524 > k2
i=ng i=ng 1=Ng =ng
< Jk; € {0,1} : t;=s;firi=ng,...,N A ti=k firi=mns...,ng—1

< t;=s; fliri =ng...,N.

Wegen ng; = max(ns, n;) gilt somit die Behauptung.
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Zu (it) = (idi): Seis; = t; fiir i = ng, ..., N. Somit ist mit s := start(S) und ¢ := start(S)

N . N . ns—1 A ns—1 .
b= 2= #2004+ ) 2 =5+ ) 1,2 >,
=Nt 1=Ng 1=nt =Nt
und weiter
ns—1 ‘ ns—1 4
t+O(T)=s+ Y 242" <s+ » 204 2™
i=n¢ i=ng
+1—2”5 1—2”t+2m
= S —_
1-2 1-2
=5+ 2" 1)+ (1 -2")+2™ =542" =54 0(5).
Es folgt

T = [t,t+ 6(T)) C [s,s + 6(S)) = S.

Zu (i7i) = (i): Sei S CToder T CS. Wegen 6(S) > §(T) ist dann T C S und es folgt
SNT=T#0
O
Lemma 7.2.4. Sei « ein Schedule.
(i) Ist S ein Slot und r € To(S), so gilt a(r) C S.
(1) Sind Requests s und t in unabhdngigen Slots, so ist a(s) Na(t) # 0.
Beweis. Zu (i): Sei S = Sl(sn,...,8n) und a(r) = (SN, -+, SnyTn—1y--+ 3" n,.,0,...,0) mit

6(r) =2". Mit T = SI(sN,---,8n,Tn—1,---,7n,) ist dann 7 € I'*(T) und nach Lem-
maMfolgt a(r)y=TcCS.

Zu (ii): Seien S und 7" unabhingig mit s € I'(S) und ¢ € I'(T), so ist nach (i) und Lem-
ma [[.2.3] A
a(s)yna(t)csSNT =0.

O

Lemma 7.2.5. Sei S = Sl(sn,...,sn) ein Slot und « ein Schedule fir R. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) S ist frei.
(i) Der Nachbarslot von S ist frei.
(iii) Fir alle r ¢ T(S) gilt SNa(r) = 0.
(iv) Es gibt kein r € R, k > n gibt mit a(r) = (sn, ..., sk,0,...,0).

Beweis. Zu (i) <= (ii): Es gilt die Aquivalenz

SU(SN, .-, Snt1,0) ist frei
<~ Vk>n+1:Sl(sn,...,s) ist leer
<= Sl(SN,...,Sn+1,1) ist frei.
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Zu (i) <= (i4i): Sei S frei und r ¢ T'(S). Sei T der Slot mit » € T'=(T). Ist T oberhalb
von S, dann ist S nicht frei. Ist 7" in S, so wire r € I'=(T") C I'(S). Dieses steht beides
im Widerspruch zur Annahme, daher sind S und T unabhéngig. Nach Lemma ist
dann

Sna(r)=5nT =0.

Ist hingegen S nicht frei, so gibt es einen nicht-leeren Slot T" oberhalb von S. Dann ist
r € I'=(T) und es folgt

~

Sna(r)=5nT =28 +0.

Zu (i) <= (iv): Es gilt die Aquivalenz

S =S8l(sn,-..,spn) ist frei
< Vk>n+1:Sl{(sn,...,sk) ist leer
<= Pk >n+1:8Sl(sy,...,s;) ist nicht leer
e Pk >n+1:3rc R mit a(r) = (sn,...,50,...,0)

Lemma 7.2.6. Sei o ein gestaffelter Schedule fiir R. Dann gilt fiir einen im Slot T':
{se R:Tna(s)# 0} =T(T)U{T=(S) : S oberhalb von T}.
Beweis. Sei s € Rund a(r)Na(s) # (0. Falls s in keinem Slot oberhalb von S liegt und nicht
in ['(T), so liegt es in einem zu T unabhingigen Slot. Nach Lemma [7.2.4{ii) folgt 7 N5 = 0.
Falls s € T(T) U {T'=(S) : S oberhalb von T'}. Ist s € I'(T'), so ist nach Lemma [7.2.4]i)
a(s) cT = a(r)na(s)=Tna(s)=a(s) £ 0.

Ist s in einem Slot S oberhalb von T geschedulet, so ist 7 € I'(S) und nach Lemma [7.2.4(i)
gilt analog

(r)NS =a(r) £ 0.

)

a(ryc § = a(r)na(s) =
]
Satz und Definition 7.2.7 (Vertauschung freier Slots). Sei « ein gestaffelter Schedule fiir

R. Seien S = Sl{(sn,...,sn) und T = Sl {tn,...,tn) zwei freie Slots gleicher Linge. Dann
ist B R — Nq definiert durch

a(r) falls r ¢ T (S)UTL(T)
r— S (tNy- -ty Tne1,-..,70)  falls r € To(S) mit a(r) = (SN, -+ Sny Pr—1s- -+, T0)
(SNy+-+sSnyTn—1y---,70) falls r € To(T) mit a(r) = (tny .-« s tny, Tn—1,---,70)

ein gestaffelter Schedule fiir R. Dieser entsteht durch Vertauschen der Slots S und T aus «.
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Beweis. Die Abbildung (3 ist offenbar wohldefiniert. Nun bleibt zu zeigen, dass 3 ein Schedule
ist, also dass in Konflikt stehende Requests r und s nicht zeitgleich ausgefiihrt werden. Ist
S =T, soist =« und die Aussage erfiillt. Sei nun S # T.

Dann gilt offenbar

Seien r,s € R mit r e~ s.
e Sind r,5 & T (S) UT4(T), so ist B(r) N B(s) = a(r) Na(s) # 0.

e Sind 7,5 € I'y(S), so wird durch die Vertauschung ihre relative Position zueinander
nicht verdndert. Da « ein Schedule ist, werden r und s also nicht gleichzeitig ausgefiihrt.
Dasselbe gilt fiir r, s € T'o (7).

o Tst r € [y (S) und s ¢ To(S) UT4(T). Dann gilt 3(r) € T und a(s) = 3(s). Da T frei
ist, folgt R ~ ~
B(ryn p(s) c Tna(s) = 0.

Ist r € To(T) und s ¢ T',(S) UT,(T), so folgt die Aussage analog.

o Ist 7 € [y (S) und s € T'o(T). Dann gilt B(r) € T und 3(s) C 5. Da S und T frei sind,
gilt R
Brynp(s)cTnsS=190.

Ist r € To(T) und s € T'(S), so folgt die Aussage analog.

7.3 Begriff Synchronisierbarkeit nicht iibertragbar

Wiéhrend bei natiirlichen Schedules in Halbduplex-Netzwerken je zwei Schedules zu Béumen
synchronisierbar waren, fehlt bisher fiir gestaffelte Schedules der Begriff der Synchronisier-
barkeit.

Um den Zeitaufwand der Synchronisation gering zu halten, miissen hinreichend grofe Blocke
synchronisierbarer Schedules betrachtet werden. So ergibt es keinen Sinn, Synchronisierbar-
keit auf Basis der einzelnen Requests zu definieren. Somit gibt es zwei mdogliche plausible
Definitionen fiir die Synchronisierbarkeit gestaffelter Schedules. Man kénnte Schedules syn-
chronisierbar nennen, wenn sie durch eine der folgenden moglichen Umordnungen synchron
wiirden.

e Die weniger restriktive Definition wiirde das Umschedulen aller Requests I'=(.S) eines
Slots S zulassen. Allerdings ist dabei das Problem, dass fiir den neuen Zeitpunkt sicher-
gestellt werden muss, dass kein Request ein Konflikt mit einem zu diesem Zeitpunkt
ausgefithrten anderen Request hat. Dafiir muss jedes umgeschedulete Request mit je-
dem zu diesem Zeitpunkt laufenden Request iiberpriift werden. Der Aufwand hierfiir
ist zu grofs, um effiziente Synchronisation zu ermoglichen.
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e Die restriktivere Definition erlaubt, dass nur freie Slots gleicher Lange sowie benach-
barte Slots vertauscht werden diirfen. Fiir diesen Begriff der Synchronisierbarkeit liefsen
sich synchronisierbare Schedules leicht synchronisieren. Jedoch ist dieser Begriff zu re-
striktiv. Seien R, S C I' Mengen mit

R=S= {?”1,T2,T3}
6(r1) =0(r2) =2, d(r3) =1,

wobei nur 1 und r9 einen Konflikt haben. Dann sind die Schedules o und S fiir R bzw.
S gegeben durch

Ct(’l”l) =0, 06(7"2) =2, 04(7"3) =Y
,B(Tl) =0, B(T2) =2, ,8(7”3) -
nicht synchronisierbar.
r1 | T2 | ‘ 1 | T2
T3 3
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Der Schedule a (b) Der Schedule 3

Abbildung 7.4: Zwei nicht synchronisierbare Schedules.

Denn durch die beschriebene Umindizierung konnte nicht gedndert werden, dass im
Schedule 8 immer r3 parallel zu ry ausgefiihrt wird, in Schedule o hingegen nie.

Somit lasst sich ein Begriff von synchronisierbaren gestaffelten Schedules nicht sinnvoll ein-
flihren. Dennoch wird das Konzept der Vertauschung freier Slots bei der Erzeugung von
Schedules niitzlich sein.

7.4 Uberblick iiber die Konstruktion der Schedules

Die gestaffelten Schedules sollen nun dhnlich zu den First-Fit-Algorithmus bzw. der sequen-
tiellen Farbung erzeugt werden, d.h. in jedem Schritt soll einem Request die kleinstmogliche
Zeit zugewiesen werden, wann dieser ausgefiihrt werden kann. Gegebenenfalls wird jedoch
zugelassen, dass bereits geschedulete Requests zu einer anderen Zeit neu geschedulet werden.
Prinzipiell gibt es zwei Méglichkeiten:

e Als eine Konkretisierung von GlobalSchedUnion wird der Schedule sequentiell auf jeden
Knoten ausgeweitet. Dann geniigt es, lokale Konfliktgraphen zu erzeugen.

e Basierend auf einem globalen Konfliktgraphen kann der Schedule in beliebiger Rei-
henfolge erzeugt werden. Da die Requests einer Menge I'=* mit den in Abschnitt
dargestellten Algorithmen effizient geschedulet werden konnen, ist eine sinnvolle Mog-
lichkeit, zuerst einen Schedule fiir I'=* zu erstellen und diesen dann auf Requests anderer
Langen auszuweiten. Dabei kénnte begonnen werden mit einem Schedule fiir:
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— Die Menge I'=" der lingsten Requests. Denn werden kiirzere Requests suboptimal
geschedulet, so verldngert dieses den Schedule weniger, als wenn ldngere Requests
schlecht geschedulet werden.

— Die Menge I'=*, die die meisten Requests enthilt. Bei diesemn Ansatz wiirde die
Verwendung effizienter Algorithmen aus Abschnitt [6.1] den grofiten Vorteil bieten.

— Die Menge I'=F, deren Gesamtdauer aller Requests am lingsten ist, d.h. fiir die
gilt
2k =% = max 2. |17
=0,...,N
Dieses stellt einen Kompromiss der beiden vorherigen Mdglichkeiten dar, in dem
sowohl die Lénge der Requests als auch die Anzahl beriicksichtigt wird.

Fiir die Erweiterung auf eine Menge I'=7 gibt es ebenfalls zwei Mdglichkeiten:
— Die Requests aus I'™7 kénnen einzeln geschedulet werden.

— Existiert ein Schedule fiir '™/, so kénnen ganze Klassen von Requests geschedulet
werden.

Datenstruktur fiir gestaffelte Schedules
Fiir gestaffelte Schedules ldsst sich die folgendende Datenstruktur GSchedule verwenden. Der
GSchedule fiir einen Schedule « : R — Ny enthélt:

e Ein Array Slots mit den Feldern 0,..., M, das ein Wald von Bindrbidumen enthilt.
Jeder Knoten représentiert einen Slot. Dabei ist M die maximale Anzahl bendtigter
Slots der Linge 2V. Wird an « keine weiteren Bedingungen gestellt, so ist die Wahl
M = |R| — 1 moglich.

e Jeder Knoten représentiert einen Slot S und enthélt Verweise lc(iS) und rc(iS) auf den
linken bzw. rechten Sohn (falls vorhanden, sonst sind diese Zeiger co). Haben die Felder
aus dem Array Slots die Ebene 0, so wird der Slot Sl (zn,...,2,) als der Knoten der
N — n-ten Ebene gespeichert, der von der Wurzel aus den Pfad (zy, zy_1,- .., 2,) hat.
Dabei bezeichnet die z) die Nummer des Bindrbaums, und fiir k =1,..., N —n wird
dort in der k-ten Ebene der linke Sohn gewihlt, wenn ry_; = 0 ist und der rechte,
wenn ry_p = 1 ist.

Jeder Slot enthilt einen Verweis Vater(S) auf den Vater und eine Liste SlotRequests(S)
mit den Elemente aus I'=(S). Des Weiteren enthélt ein Slot die Informationen, der
wievielte Sohn des Vaters der Slot ist. Fiir die Slots maximaler Lange ist dieses eine
Nummer 0,..., M, fiir alle anderen 0 oder 1.

e Fiir ein Request r wird in einem Array Requests beziiglich der (lokalen oder globalen)
Indizierung eine Referenz auf den r enthaltenden Slot S gespeichert.

7Zu Beginn werden nur die beiden leeren Arrays fiir Slots und Requests erzeugt, die einzel-
nen Knoten werden dann bei Bedarf eingefiigt. Insbesondere existiert ein Slot nur, wenn er
rekursiv gefiillt ist.

Diese Datenstruktur beinhaltet jedoch ein Problem. Sie erm&glicht nicht, effizient einen Sche-
dule g fiir eine kleine Requestmenge |R| zu erzeugen, der zu einem ldngeren Schedule
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synchron ist. Denn die maximale Lange des Schedules ist durch das Festlegen der Grofse
des Array Slots beschrankt. Wird dieses Array jedoch zu lang gewédhlt, ist die Erzeugung
ineffizient.

Dieses Problem lisst sich durch eine Modifikation der Datenstruktur umgehen. Die Daten-
struktur GGSchedule (globaler GSchedule) ist ein GSchedule fiir I'. Dieser soll nun zu Beginn
des Algorithmus einmal initialisiert werden (mit |I'| Slots maximaler Linge) und eine effizi-
ente Methode bereitstellen, seinen Inhalt zu 16schen. Dann ist es mdglich, in jedem Teilschritt
immer denselben, zu Beginn leeren globalen GGSchedule zu verwenden und am Ende seinen
Inhalt zu 16schen.

Dazu wird eine Liste used gespeichert, die die Nummern der verwendeten Slots maximaler
Lénge enthilt.

Auf Grund der beschrinkten Hohe des Baums existieren fir GGSchedule die in Tabelle [7.1]
dargestellten Methoden. Dabei ist R die Menge der tatsichlich im Schedule gespeicherten
Requests.

7.5 Sequentielle Erweiterung des Schedules auf Knoten

Fiir Nicht-V D-M C-Netzwerke ist der folgende Algorithmus Exp-First-Fit-Nodes eine beson-
ders effiziente mogliche Implementierung von First-Fit-Nodes und als solches ein Spezialfall
von GlobalSchedUnion. Der Vorteil ist dabei die gute Laufzeitkomplexitét, da kein globaler
Konfliktgraph bendtigt wird und das Schedulen der einzelnen Requests effizient méglich ist.

Algorithmus 32 : Exp-First-Fit-Nodes

Sequentielle Generierung eines globalen gestaffelten Schedules
Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
Riickgabewert : Einen globalen Schedule als GGSchedule.
Komplexitit : O(|T|-1(G) + 0%).

1 Funktion Exp-First-Fit-Nodes

2 a := leerer GGSchedule mit |T'| Slots maximaler Lénge;

3 B := leerer GGSchedule mit |T'| Slots maximaler Lénge;

4 foreach v € V do // Breiten- oder Tiefensuche
5 C := Knotenkonfliktgraph zu v als Adjazenzliste;

6 foreach r € I', mit a(r) = co do // Ungeschedulete Requests aus [,
7 foreach w € N¢(r) mit a(w) # oo do flige w in f ein;

8 T := erster rekursiv leerer und freier Slot der Lange (r) in 3;

9 Schedule 7 in Slot T
10 Leere S3;
11 return o;
12 end

Satz 7.5.1. Sei N kein V. D-MC-Netzwerk. Der Algorithmus Exp-First-Fit-Nodes berechnet
in O(IT| - 1(G) + ©F) einen globalen Schedule.
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Operation

Beschreibung

Erzeugen des Schedules

Es werden die leeres Arrays Slots und Requests
sowie die leere Liste used angelegt.

Einfiigen eines neuen Request

Der Slot S = Sl(zn,...,z,) ldsst sich in kon-
stanter Zeit aufsuchen. Das Einfiigen des Re-
quests in SlotRequests(S) und der Referenz in
Requests bendtigt ebenfalls konstante Zeit. War
der Slot SI(sy) bisher rekursiv leer, so ist er in
used einzufiigen.

Lesen von a(r)

Im Array Requests ist eine Referenz auf den r
enthaltenden Slot gespeichert. Von diesem lésst
sich der Pfad zur Wurzel in konstanter Zeit be-
stimmen. Dieser entspricht der Zeit a(r).

Test, ob ein Slot rekursiv
gefiillt ist

Ein Slot existiert genau dann, wenn er rekursiv
gefiillt ist. Dieses ist in konstanter Zeit zu testen.

Test, ob ein Slot frei ist

Ein Slot S ist genau dann frei, wenn fiir alle Slots
T auf dem Weg von der Wurzel zu S das Feld
SlotRequests(T') leer ist.

Vertauschen zweier {freier
Slots

Die Zeiger der Elternelemente der Slots sind um-
zudefinieren.

Finden des ersten rekursiv
freien Slots bestimmter Linge

Dieses entspricht einer Traversierung des Baums
bis zur Hohe des Slots. Da es maximal |R| re-
kursiv gefiillte Slots maximaler Lénge gibt und
die Anzahl der Slots innerhalb eines maximalen
Slots beschrénkt ist, ergibt sich die Komplexitat
von O(|R)).

Leeren des Schedules

O(|RI)

Die maximal |R| in used enthaltenden Slots ma-
ximaler Lange werden traversiert. Fiir jeden tra-
versierten Slot S wird fiir jedes SlotRequests(S)
gespeicherte Request die Referenz aus Requests
entfernt. Anschlieftend miissen alle in used ge-
speicherten Slots entfernt und used geléscht wer-
den. Jede Operation bendtigt fiir die maximal
|R| in used gespeicherten Slots nur eine be-
schrinkte Anzahl an Operationen, daher ergibt
sich die Komplexitdt O(|R|).

Tabelle 7.1: Methoden und Komplexitit eines GGSchedules fiir die Requestmenge R
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Beweis. o Zur Korrektheit: Es geniigt zu zeigen, dass jedes Request r zu einem Zeitpunkt
geschedulet wird, zu dem kein bisher gescheduletes mit r in Konflikt stehendes Request
aktiv ist.

Sei W C V die Menge der Knoten, fiir die die in Zeile 32| beginnende Schleife bereits
durchlaufen wurde. Das Request r werde im aktuellen Durchlauf fiir v in Zeile
geschedulet. In Zeile [32) wird

Dann ist vorher «(r) # oo, also ist r ¢ I'yy. Sei nun s ein zu r in Konflikt stehendes,
bereits gescheduletes Request. Dann ist s € I'yy U L'y,.

— Fall s € I'y: Per Konstruktion enthélt 3 alle bereits gescheduleten Requests t mit
t e~ r. Da r in einen in g freien Slot geschedulet wird, wird es zu keinem solchen
Request zeitgleich ausgefithrt. Daher ist a(r) Na(s) = 0.

— Fall s ¢ T'y: Dann ist s € I'yy. Nach Lemma [4.2.26] haben r und s dann einen
Konflikt in v oder in W. Jedoch haben r und s wegen s ¢ I',, keinen Konflikt in v
und wegen r ¢ I'yy keinen Konflikt in W. Widerspruch zur Annahme r «~ s.

e Zur Laufzeit: Sei jeweils C der Konfliktgraph fiir v. Fiir einen Durchlauf der in Zeile
beginnenden ForEach-Schleife fiir ein Request r ergibt sich die folgende Komplexitat:

— Es miissen maximal do(r) zu r in Konflikt stehende Requests jeweils in konstanter
Zeit in 3 eingefiigt werden. Dieses hat zusammen eine Komplexitéit von O(dgo(r)),
Anschliefend enthélt 8 maximal de(r) Requests.

Das Finden des ersten rekursiv freien Slots der Lange 6(r) in 8 dauert ebenfalls
O(de(r)).

— Das Einfiigen des Requests in « ist in konstanter Zeit moglich.

— Das Leeren des Schedules 3 benétigt O(d¢(r)) Operationen.

Somit ergibt sich fiir einen Schleifendurchlauf der in Zeile beginnenden ForEach-
Schleife eine Komplexitiat von O(1 + d¢(r)). Fiir die gesamte Schleife folgt eine Kom-
plexitat von

> 01 +do(r) = O(|Ty| + 2|Ec|) = O(|Ty| + O(v)).

rel’y

Das Erzeugen des Knotenkonfliktgraphen fiir einen Knoten v benétigt O(|T'y| + ©(v)).
Somit folgt fiir den gesamten Algorithmus einschliefslich der Initialisierung der Schedules
a und fin O(|T']) eine Komplexitat von

Exp-First-Fit-Nodes € O(|T|) + > _(O(Ty| + O(v)) + O(|Ty| + O(v)))
veV
= O (7| +|T]-UG) + ©%) = O (T - 1(G) + ©%).
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7.6 Globales Scheduling

Wird zuerst ein globaler Konfliktgraph erzeugt, so sind mehrere Modifikationen von First-Fit
denkbar, die im Folgenden vorgestellt werden. Alle Varianten ben&tigen einen globalen Kon-
fliktgraphen als Adjazenzliste und Datenstruktur GGSchedule fiir das Finden des ersten maog-
lichen Zeitpunktes eines Request r in O(d¢(r)) beziiglich des globalen Konfliktgraphen C.

Bemerkung 7.6.1. Wihrend des gesamten restlichen Kapitels wird die Existenz eines glo-
balen Konfliktgraphen vorausgesetzt, der im Folgenden immer mit C' = (Vi, E¢) bezeichnet
ist. Dann ist Vo = I, |E¢| = © und deo(r) die Anzahl der mit r in Konflikt stehenden
Requests.

Definition 7.6.2. Im Folgenden bezeichnen wir fiir eine Menge S von Requests mit

Ne(S) = | No(s)

sesS
die Menge der mit einem Requests aus S in Konflikt stehenden Requests.

Satz 7.6.3 (Erweiterung eines Schedules). Sei C' der Konfliktgraph und o ein partieller
gestaffelter Schedule fiir R.

(i) Seis ¢ R. Dann dann entsteht durch Schedulen des Requests s in den Slot T' der Linge
3(T) = d(s) genau dann ein Schedule fir R U {s}, wenn T rekursiv leer und frei in

Q|Ng(s) ST

(i) Sei S eine zu R disjunkte Menge paarweise konfliktfreier Requests der Linge 2%, Dann
dann entsteht durch Schedulen aller Requests s € S in den Slot T der Linge 5(T) = 2%
genau dann ein Schedule fir RU S, wenn T rekursiv leer und frei in o)y, (s) ist.

Beweis. Zu (ii): Es gilt die mit 8 := oy, (s) wegen der paarweisen Konfliktfreiheit der s € S
die Aquivalenz

Durch Schedulen aller s € S in T entsteht ein Schedule fir RU S
<= Nach Schedulen aller s € §'in T gilt fiir alle mit einem s € S in Konflikt stehenden

Request r: T N a(r)=10
e {se Na(S): Tna(r)£0} =0 |Anwendung von Lemma
<= T'B(T)U{T'5(S) : S oberhalb von T} = ()
<= T ist rekursiv leer in § und T ist frei in .

Zu (i): Die Aussage folgt aus (ii) mit S := {s}.
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7.6.1 Exp-First-Fit

Werden die Requests in beliebiger Reihenfolge geschedulet, so entspricht dieses dem Algo-
rithmus First-Fit (siche Algorithmus [22)). Jedoch kann durch die Datenstruktur GGSchedule
jedes Requests in O(1 + d¢(r)) geschedulet werden, daher verringert sich die Laufzeit von
O(|T|?) auf

O _(1+dc(r)) = O(T| + ©).

rel’

Dieser Algorithmus wird mit Exp-First-Fit bezeichnet.

Analog zum Algorithmus Decreasing-First-Fit (sieche Bemerkung kénnen die Requests
nach absteigender Reihenfolge sortiert werden. Auf Grund der beschrankten Werte 6(r) €
{2 : k =0,...,N} der Requestlingen lassen sich die Requests in linearer Zeit O(|T'|) z.B.
mit Bucketsort oder Radixsort nach der Lange sortieren. Dadurch vergrofsert sich die Laufzeit
nicht, d.h. es ist auch Decreasing-First-Fit € O(|T'| + O).

7.6.2 Erweiterung eines Schedule einer Linge

In diesem Abschnitt soll die in Abschnitt angedeutete Idee der Erweiterung eines Sche-
dules fiir I'=F konkretisiert werden. Dabei werden zwei Methoden benétigt.

e Die Top-Down-Erweiterung erweitert einen Schedule fir R € I'>* um eine Request-
menge S C I'=* mit kiirzerer Dauer k.

e Die Bottom-Up-Erweiterung erweitert einen Schedule fiir R € T um eine Request-
menge S C I'=F mit lingerer Dauer k.

Bei den dargestellten Algorithmen werden jeweils von einer Zerlegung der Menge S in Men-
gen S; paarweise konfliktfreier Requests gleichzeitig geschedulet. In der Praxis gibt es zwei
wesentliche Spezialfille:

e Im ersten Fall enthilt jede Menge S; nur ein Request, d.h. jedes Request wird einzeln
geschedulet.

e Im zweiten Fall wird mittels den Algorithmen fiir konstante Scheduleldnge ein Schedule
fiir I=F erzeugt und die S; sind die Klassen dieses Schedules.

7.6.2.1 Top-Down-Erweiterung

Bei der Top-Down-Erweiterung wird ein Schedule « fiir eine Menge R C T'™* auf eine Menge
RU S mit S C T=F erweitert. Das heiftt, Requests der Linge 2* werden in den Schedule
eingefiigt, in dem bisher nur Requests groferer Lange enthalten sind. Aus Komplexititsgriin-
den ergibt es keinen Sinn, die einzelnen bereits gescheduleten Requests umzuschedulen. Die
Umordnung ganzer Slots der Linge 2,1 > k hingegen ist nutzlos, da jedes neue Request der
Linge 2* komplett innerhalb eines solchen Slots ist.

Daher wird bei der Top-Down-Erweiterung ausschlieflich jeder Block von Requests zum
erstmoglichen Zeitpunkt geschedulet.
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Algorithmus 33 : Top-Down
Top-Down-Erweiterung eines Schedules
Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
B: Ein leerer GGSchedule. Dieser wird am Funktionsende wieder leer sein.
C: Ein globaler Knotenkonfliktgraph als Adjazenzliste.
Parameter : S: Disjunkte Uberdeckung (Si)i=1,...n der Menge S C I'=F. Die Requests
einer Menge S; sind paarweise konfliktfrei.
a: Ein GGSchedule fiir eine Menge R von Requests mit einer Lénge grofer
als 2F.
Riickgabewert : Einen GGSchedule « fiir RU S, der auf R unverdndert ist.
Komplexitét : O(|S| 4+, cqdc(r)).

Funktion Top-Down(a: GGSchedule, S: Klassen von Requestmengen )
2 foreach S; € S do
/* Suche Slot T als ersten Slot der Lénge 2%, in den alle Requests
r € S; geschedulet werden kdnnen. Y
3 foreach r € S; do
foreach s € N¢(r) do
L if a(s) # oo und ((s) = oo then fiige s zur Zeit «o(s) in 3 ein;

[uy

T := erster freier und leerer Slot der Linge 2* in f;

foreach r € S; do // Schedule alle r € .5; in Slot T
L Fiige r in o zu dem Slot 7" hinzu;
9 | Leere f;
10 return q;

11 end
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Satz 7.6.4. Sei o ein Schedule fiir R C T>% und (S;);= .n eine disjunkte Uberdeckung von
S C T=F. Der in Algorithmus E dargestellte Algomthmus Top-Down erweitert den Schedule
o auf RUS mit S C I'=F in einer Laufzeit von O(Y, cqdc(r)).

Beweis. e Zur Korrektheit: Fiir jeden Block S; € S ist nach Durchlauf der in Zeile
beginnenden Schleife jedes Requests aus 5; geschedulet und « ein giiltiger Schedule.

Nach Ende der in Zeile [33] Ebeglnnenden Schleife ist 8 = a |y, (s;)- Dann wird T" als in 3
freier und leerer Slot gewihlt. Da bisher nur Requests aus I'Z* geschedulet wurden, ist
T dann sogar rekursiv leer in (3. Nach Satz kann somit in Zeile [33] jedes Request
aus S; in T geschedulet werden. Anschliefsend wird 3 geleert.

e Zur Laufzeit: Fiir jedes r € S; dauert das Innere der in Zeile [33] beginnenden Schleife
O(dc(r)), die Gesamtkomplexitét der in Zeile 33| beginnenden Schleife ist daher

O > (1+de(r)

res;

Anschliefend enthilt der Schedule maximal ) ¢ do(r) Requests. Daher hat sowohl
Finden des ersten leeren und freien Slots sowie das Leeren von 3 eine Komplexitit von

> de(r)
res;

Mit der Komplexitdt O(|S;|) des Einfiigens aller Requests r in « ergibt sich fir die
Schleife eine Komplexitit von

O D (+dem)+ > de(r)+ISil| =0 [ IS+ do(r)
res; res; resS;
Fiir den gesamten Algorithmus ergibt sich wegen der Disjunktheit der S;

Block-Top-Down € Z O | |S:i| + Z de(r)| =0 (\S\ + ch(r)>

Si€S res; res

O]

Bemerkung 7.6.5. Bestehen die Mengen S; nur aus einem Element, so werden die Requests
einzeln geschedulet. Dieser Algorithmus wird als Single-Top-Down bezeichnet.

7.6.2.2 Bottom-Up-Erweiterung

Bei der Bottom-Up-Erweiterung wird ein Schedule o fiir eine Menge R C T'* auf eine Menge
RU S mit S C T=F zu erweitern. Das heifit, Requests der Linge 2* werden in den Schedule
eingefiigt, in dem bisher nur Requests kleinerer Linge enthalten sind. In diesem Fall kann es

sinnvoll sein, freie Slots der Linge 2*~! umzuordnen.
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s
.1 [ ra 3 | T4 . [ r3g | Tra T4
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Vor dem Umordnen von « miisste rs (b) Nach dem Umordnen der Slots SI (0, 1)
zur Zeit 4 geschedulet werden. und SI(1,0) kann r5 geschedulet werden.

Abbildung 7.5: Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Umordnung gestaffelter Schedules.

Beispiel 7.6.6 (Umordnen der Slots niitzlich). Sei R = {ry, ..., r5} eine Menge von Requests
mit §(r1) = --- = d(rg) = 1 und 6(r5) = 2. Nun haben ry,...,ry paarweise Konflikte und
r5 steht in Konflikt mit 71 und r3. Dann ist a(r1) = 0, a(rz) = 1, a(rs) = 2, a(ry) = 3 ein
partieller Schedule (siche Abbildung [7.5]a))

Nun kann rs weder zum Zeitpunkt 0 (wegen des Konflikts mit r1) noch zum Zeitpunkt 2
(wegen des Konflikts mit r3) geschedulet werden. Daher wird «a(rs) := 4 definiert. Durch
Vertauschen der freien Slots SI(0,1) und SI(1,0) entsteht ein Schedule mit a(r;) = 0,
a(r2) =2, a(rs) =1, a(rs) = 3. Nun kann «(rs) = 2 geschedulet werden.

Soll ein Request r der Linge 2F geschedulet werden, so geniigt es, zwei freie Slots der Linge
2k=1 zu finden, die nicht mit r in Konflikt stehen. Diese kénnen dann per Vertauschung so
nebeneinander geschedulet werden, dass eine Slot der Liange 2* entsteht, in dem kein Request
einen Konflikt zu r hat.

Dieses Vertauschen ist jedoch nur fiir freie Slots uneingeschrinkt mdoglich.

Beispiel 7.6.7 (Umordnen der Slots nicht immer mdoglich). Sei R = {ri,...,rs,r6} eine
Menge von Requests mit d(r;) = -+ = d(rgy) = 1 und 6(r5) = d(rg) = 2. Nun haben
r1,...,74 paarweise Konflikte, r5 mit 7; und r3 sowie r¢ mit r3 und r4. Dann ist a(r;) = 0,
a(re) =1, a(rs) =2, a(ry) = 3, a(rg) = 0 ein partieller Schedule.

T6

. Tr2 T3 T4

Nun kann r5 weder zum Zeitpunkt 0 (wegen des Konflikts mit r1) noch zum Zeitpunkt
2 (wegen des Konflikts mit r3) geschedulet werden. Daher wird a(rs) := 4 definiert. Im
Gegensatz zu Beispiel ist es jedoch nicht moglich, die Slots SI(0,1) und Si(1,0) zu
vertauschen. Denn jetzt ist S (0, 1) nicht mehr frei und eine Vertauschung wiirde dazu fithren,
dass r3 und rg trotz ihres Konflikts parallel ausgefiihrt wiirden.

Nun wird analog zum Top-Down-Algorithmus ein Schedule fiir R € I'F auf R U S mit
S C I'=F erweitert, indem ganze Blocke S; paarweise konfliktfreier Requests einer disjunkten
Uberdeckung (Si)i=1,..n von S gleichzeitig geschedulet werden.
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e Es wird zuerst versucht, die neuen Requests neben bereits geschedulete Requests der
Linge 2* zu schedulen. Denn dadurch werden keine neuen freien Slots der Linge 2F~1
gebunden.

e Ist dieses nicht moglich, so werden freie Slots der Linge 271 so getauscht, dass ein Slot

der Linge 2* entsteht, in den die neuen Requests geschedulet werden kénnen. Dabei
wird durch die Wahl der freien Slots die Lange des Schedules nicht vergrofiert.

o Ist dieses nicht moglich, so werden die Requests an das Ende des Schedules angefiigt.

Bemerkung 7.6.8. Auch hier gibt es die beiden wichtigen Spezialfille, dass alle S; einele-
mentig sind (also jedes Request einzeln geschedulet wird) oder dass die S; die Klassen eines
Schedules fiir S sind. Beide Verfahren haben Schwéchen: Beim einzelnen Schedulen wird es
vermeintlich nur fiir die ersten Requests der Linge 2% kleinere freie Slots geben. Die restli-
chen Requests werden mittels einfachen First-Fit geschedulet. Beim Schedulen der Klassen
eines Schedules fiir S wird dieser ohne das Wissen der méglichen Konflikte mit Requests aus
R erzeugt. Daher gibt es evtl. Konflikte, die bei der Beriicksichtigung dieser Informationen
vermeidbar gewesen wiren.

Satz 7.6.9. Sei a ein Schedule fiir R C <k und (Si)i=1,..n eine disjunkte Uberdeckung V0N
S C I'=F. Der in Algorithmus |34 dargestellte Algorithmus Bottom-Up erweitert den Schedule
o auf RUS mit S C I'=F in einer Laufzeit von O(|S|+ Y, cgdc(r)).

Beweis. Da bisher nur Requests aus I'S* geschedulet wurden, ist offenbar jeder Slot der Linge
2% frei. Insbesondere kénnen je zwei Slots der Linge 2* vertauscht werden. Dieses wird im
Algorithmus verwendet, um dich gefiillten Slots der Linge 2¥ an den Anfang des Schedules
zu tauschen.

Fiir ein festes k sei fiir j € Ny der Slot T der Slot, mit §(7}) = 2% und der Anfangszeit j - 2.
Wihrend des gesamten Algorithmus gibt es eine Variable [ so, dass gilt:

Alle Slots Tj, i < [ sind gefiillt und alle Slots T}, ¢ > [ sind leer. (7.1)

Es werde die in Zeile [34] beginnende ForEach-Schleife fiir ein S; durchlaufen.

e Nach der in Zeile beginnenden ForEach-Schleife ist 3 := |y, (s,)- Denn vor der
Schleife war (3 leer und in der Schleife wurden fiir alle r € S; alle Requests aus Ng(r),
die in « bereits geschedulet waren, in § eingefiigt. Somit ist 8 = |y, (s,)-

e Fall: Die Bedingung in Zeile ist erfiillt: Dann wird T als rekursiv leerer Slot in
B gewihlt. T ist wegen §(T) = 2F frei. Nach Satz kann jedes Request aus S;
in T' geschedulet werden. Da kein neuer gefiillter Slot der Linge 2% entsteht, ist kein
vertauschen dieser Slots notwendig. Es wird in dem Schleifendurchlauf nur noch 3
geleert und anschlielsend mit dem néchsten Request fortgefahren.

e Ansonsten wird der Else-Zweig ab Zeile durchlaufen. Da genau die Slots Tp, ..., 771
der Linge 2¥ in « gefiillt sind, sind die in « freien Slots der Linge 2¥~1 gerade die Slots
T mit start(T) > ende(Tj_1) = | - 2. Daher werden in Zeile [34{ und Zeile 34) X und Y’
als die ersten beiden in o freien und in § rekursiv leeren Slots der Linge 2F~1 gewiihlt.
Es ist gesichert, dass solche Slots existieren, da es |I'| Slots maximaler Lange gibt und
diese noch nicht alle rekursiv gefiillt sind.
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Algorithmus 34 : Bottom-Up
Bottom-Up-Erweiterung eines Schedules

Stk W N

®

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20

21

Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
B: Ein leerer GGSchedule. Dieser wird am Funktionsende wieder leer sein.
C': Ein globaler Knotenkonfliktgraph als Adjazenzliste.
Parameter : S: Disjunkte Uberdeckung (Si)i=1,..n der Menge S C I'=F. Die Requests
einer Menge S; sind paarweise konfliktfrei.
«: Ein GGSchedule fiir eine Menge R C I'<F,
Riickgabewert : Ein GGSchedule « fiir RU S.
Komplexitét : O(|S| + >, cgdco(r)).

Funktion Bottom-Up(a: GGSchedule, S: Klassen von Requestmengen)
l:=0; // Zur Speicherung des ersten leeren Slots der Linge 2*
foreach S; € S do
foreach r € S; do
foreach s € N¢(r) do
L L if a(s) # oo und ((s) = oo then fiige s zur Zeit a(s) in 3 ein;

T := erster in 3 rekursiv leerer Slot der Linge 2¥;

if ende(T) <1-2* then

Fiige alle r € S; in « zu dem Slot T hinzu;

Leere j3;

else

X:=in (3 rekursiv leerer Slot der Linge 2*~! mit start(X) >1-2*;
Y:=in B rekursiv leerer Slot der Linge 2¢~! mit start(Y) > ende(X);
X' := Nachbar von X;

Vertausche in « die Slots X’ und Y

T := Slot der Linge 2* oberhalb von X;

Fiige jedes r € S; in & zu dem Slot T hinzu;

Vertausche die freien Slots 7' und 5; in «;

l:=1+1;

| Leere f3;

end
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e Dann konnen die beiden in « freien und in g rekursiv leeren Slots X und Y der Linge
2k=1 nebeneinander getauscht werden: Da X frei in « ist, ist nach Lemma auch
der Nachbar X’ frei. Nach Definition und Satz[7.2.71kénnen daher X’ und Y vertauscht
werden. Sei o’ := « der Schedule vor der Vertauschung in Zeile Nach Wahl von X
und Y gibt es in o' keinen zu 7 in Konflikt stehendes Request in X und in Y. Somit
gibt es nach der Vertauschung von Y und X’ in « kein zu einem Requests aus S; in
Konflikt stehendes Request in X und X', d.h. X und X’ sind rekursiv leer in AN (S))-
Dann wird T als der Slot der Linge 2¥ unmittelbar oberhalb von X und X’ gewiihlt.
Da X in « frei ist, ist 7" leer in a. Somit ist T sogar rekursiv leer in oy (s,) und
wegen 6(T) = 2¥ ist T frei. Nach Satz kann jedes Request aus S; in T" geschedulet
werden.

Nach dem Schedulen der Requests ist T gefiillt. Anschliefend werden die Slots T und T;
in « vertauscht, nach dem vertauschen ist somit T gefiillt. Die Slots T3, ¢ < [ waren nach
Voraussetzung bereits gefiillt, die Slots T;, ¢ > [ hingegen leer. Somit sind nun genau
alle T;, @ <[ gefiillt. Durch Definition von [ := 1+ 1 ergibt sich die Eigenschaft

Nach Beendigung der Schleife wurden daher alle Requests aus S giiltig geschedulet, d.h. «
wurde zu einem Schedule auf RU S.

Zur Laufzeit: Sei b:=}_ ¢ dc(r). Dann gilt

e Die ForEach-Schleife ab Zeile 34| hat eine Komplexitét vom O(}_, g 1+ dc(r)) und
anschliefend sind im Schedule § maximal b Requests gespeichert.

e Die Suche des rekursiv leeren Slots 7' in Zeile [34] hat eine Komplexitét vom O(b).

e Ist die Bedingung in Zeile [34] erfiillt, so wird r in konstanter Zeit geschedulet, in O(b)
der Schedule 3 geleert und anschliefend der Schleifendurchlauf beendet.

o Ist die Bedingung in Zeile [34] nicht erfiillt, so verlduft das Suchen der beiden ersten in
/3 rekursiv leeren Slots der Linge 2¥~1 in O(b).

e Die Slots konnen in konstanter Zeit vertauscht werden und 7T in konstanter Zeit fest-
gelegt werden.

e Das Schedulen von r in 7', dass vertauschen der Slots und das Inkrementieren von [ in
Zeile |34] bis [34] dauert konstante Zeit, dass anschliefende leeren von (3 ist in O(b).

Insgesamt sind alle Operationen in O (3, (1 + do(r))), somit auch der Schleifendurchlauf
fiir S;. Da die Schleife fiir jedes S;S durchlaufen wird folgt fiir den Algorithmus

Bottom-Up € > Y O(1+dc(r)) =Y O(L+dg(r) =0 <S! + ch(r)> :

S;ESres; resS resS

O]

Bemerkung 7.6.10. Bestehen die Mengen S; nur aus einem Element, so werden die Requests
einzeln geschedulet. Dieser Algorithmus wird als Single-Bottom-Up bezeichnet.
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7.6.2.3 Multidimensionaler Greedy

Somit ergibt sich der gesamte Algorithmus dadurch, dass erst ein guter Schedule fiir die
Requests einer Lénge erzeugt wird, dieser dann mittels der Bottom-Up-Algorithmen auf
langere Requests ausgedehnt wird und anschliefsend mittels Top-Down-Algorithmen auf die
kiirzeren erweitert wird.

Algorithmus 35 : Multidim-Greedy
Konstruktion eines globalen gestaffelten Schedules
Daten : NV: Die Struktur des Netzwerks.
C': Ein globaler Knotenkonfliktgraph als Adjazenzliste.
Methode zum Erzeugen eines Schedules fiir einheitliche Requestlingen in O(g).
Parameter : k: Zahl, so dass zu Beginn ein Schedule fiir I'*= erzeugt und anschliefend
erweitert wird.
Riickgabewert : Einen globalen GGSchedule.
Komplexitdt : O(g + |T'| + ©).

1 Funktion Multidim-Greedy(k: Integer)

2 a: Schedule fiir T=F als GGSchedule;

3 B: leerer GGSchedule;

4 for j =k+1,...,N do Bottom-Up(I'=7) ; // Erweiterung auf léingere Requests
5 for j =k —1,...,0 do Top-Down(I'=7) ; // Erweiterung auf kiirzere Requests
6 return o.

7 end

Satz 7.6.11. Die Erzeugung des Schedules fiir T=F erfolge in O(g). Dann erzeugt der in
Algorithmus|35] dargestellte Algorithmus Multidim-Greedy einen globalen gestaffelten Schedule
in einer Laufzeit von O(g + [T'| + ©).

Beweis. e Zur Korrektheit: Offenbar ist nach Zeile[35 o ein Schedule fiir T=F. Dieser wird
in Zeile B3] auf einen Schedule fiir T=* und schlieklich in Zeile [35] auf einen Schedule fiir
I' erweitert. Anschlieffend wird der globale Schedule « zuriickgegeben.

e Zur Laufzeit: Die Erzeugung von « in Zeile [35| benotigt O(g), die Erzeugung von [
erfolgt in O(|T']). Mit den zuvor bewiesenen Laufzeiten fiir die Bottom-Up-Erweiterung
und fiir die Top-Down-Erweiterung folgt eine Gesamtkomplexitit von

O(g) + O(|1)) + Zo D=+ ) da(r) +ZO D=+ ) da(r)

i=k+1 rel=? rel=?

N
CO|g+IT[+) [T+ ) do(r)

i=0 rer=i

=0 <g+ NN +ch(r)>
rel

= O(g + |I'| + 2|Ec|)

=0(@+|T'+0).
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O]

7.6.3 Reihenfolge der Requests einer Lange

Werden die Requests einzeln geschedulet, so sind die beschriebenen Algorithmen vergleichbar
mit denen der sequentiellen Farbung (ggf. mit Umférben). Auch dort ist die Reihenfolge,
in der die Requests geschedulet werden, von besonderer Bedeutung (vgl. Abschnitt .
Insbesondere die Degree-Saturation-Largest-First Reihenfolge bewéhrt sich in der Praxis.
Diese lésst sich auf gestaffelte Schedules verallgemeinern.

Bei der Graphenfiarbung ist der Sattigungsgrad eines Knotens v die Anzahl der in der Nach-
barschaft von v verwendeten Farben. Es gibt zwei Moglichkeiten, den Begriff des Sattigungs-
grads zu verallgemeinern.

Definition 7.6.12 (Sattigungszeit, Sattigungsgrad). Sei «v ein partieller Schedule fir R.

e Die Sdittigungszeit dg(r) eines Requests v € R ist die Gesamtdauer der Zeit, zu der
mit r in Konflikt stehende Requests ausgefithrt werden. Dabei werden Zeiten, zu denen
mehrere Requests ausgefiihrt werden, einfach gewertet. Formaler

M:= |]J af(s),

a(s)#oo

dst(r) := Gesamtdauer von M = ldx.
M

e Der Sattigungsgrad dgq(r) eines Requests r € R der Linge 2" ist die Anzahl der Slots
der Lange 6(r), die parallel zu einem mit r in Konfliki stehenden Request verlaufen,
d.h. die Anzahl der in 3 nicht freien oder rekursiv gefillten Slots. Formaler

dsp(r) := ){5:5(5) =2"AN3ds €T mit (r e s) A (a(s) # o0) A (@(s)ﬂg#Q))H.

Ist ein partieller gestaffelter Schedule und der globale Konfliktgraph als Adjazenzliste gege-
ben, so lassen sich Sattigungszeit und Sattigungsgrad effizient bestimmen.

Bemerkung 7.6.13 (Berechnung des Sattigungsgrads und der Séttigungszeit). Sei r ein
Request der Linge 2", Ist 3 ein GGSchedule fiir No(r), so lagsen sich Sattigungszeit und
Sattigungsgrad von r wie folgt bestimmen:

Zur Sattigungszeit:
e Setze die Variable stime auf Null.

e Traversiere alle existierenden Slots von (3 in Tiefensuche. Wird ein nicht-leerer Slot
S erreicht, so erhthe stime um d(S). Alle innerhalb von S liegenden Slots tragen
nichts mehr zur Sattigungszeit bei, daher wird die Traversierung fiir diesen Teilbaum
abgebrochen.

e Zum Schluss enthilt stime die Séttigungszeit von r.

Zum Séttigungsgrad:
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e Setze die Variable sdeg auf Null.
e Traversiere alle existierenden Slots von 3 in Tiefensuche.

— Wird ein existierender Slot der Lénge 0(r) erreicht, so ist dieser nicht rekursiv
leer. Daher erh6he sdeg um 1 und beende die Traversierung fiir diesen Teilbaum.

— Wird ein nicht-leerer Slot S erreicht, so enthélt dieser % nicht-freie Slots der
Lange §(r). Daher erhthe sdeg um % und beende die Traversierung fiir diesen

Teilbaum.
e Zum Schluss enthilt sdeg den Sattigungsgrad von r.

Es miissen nur die Slots maximaler Lénge aus used traversiert werden. Da es maximal d¢(r)
solche Slots gibt und die Traversierung eines solchen Slots konstante Zeit bendtigt, ergibt
sich fiir die Laufzeit der obigen Berechnungen O(1 + d¢(r)).

Soll beim Schedulen das Request mit maximalem Sattigungsgrad berechnet werden, so muss
dieser fiir jedes Request bestimmt werden und es ergibt sich mit Erzeugung des Schedules
fiir No(r) in O(1 4+ deo(r)) und der Suche des Maximums in O(|T'|) eine Komplexitét von

O(T)) + > O +de(r) = O(T| + 2|E¢|) = O(T| + ©).
rel’

Da dieses fiir das Schedulen jedes Requests notwendig ist, ergibt sich eine Gesamtkomplexitit
von

> O(r[+©) = O(|T]* +|r|8) c O(T*).

rel’
Entsprechend ergibt sich die Komplexitét, falls jeweils der Knoten mit maximaler Sattigungs-
zeit geschedulet werden soll.

Zur Effizienzsteigerung sollen Datenstrukturen Saturation-Time-Counter und Saturation-
Degree-Counter entwickelt werden, die das Auslesen der Sittigungszeit und des Séttigungs-
grads eines Knotens in konstanter Zeit ermoglicht.

7.6.3.1 Saturation-Time-Counter

Die Struktur Saturation-Time-Counter ist dhnlich zu GGSchedule. In dieser sollen in konstan-
ter Zeit sukzessive geschedulete Requests eingefiigt werden kénnen. Enthélt die Struktur alle
Requests aus N¢(r), so soll in konstanter Zeit die Séttigungszeit ausgelesen werden kénnen.
Insbesondere soll die Datenstruktur das Umschedulen freier Blocke erméglichen.

Die Datenstruktur enthélt ein Array Slots mit Feldern O,...,|I'| — 1. Dabei ist in jedem
Feld ein Bindrbaum gespeichert. Jeder Knoten dieses Baums représentiert einen Slot S und
enthdlt Verweise lc(S) bzw. rc(S) auf die beiden Nachkommen und einen booleschen Wert
full, der genau dann wahr ist, wenn der reprisentierte Slot gefiillt ist. Des Weiteren gibt es
eine Variable stime, die die Sattigungszeit speichert und zu Beginn Null ist.

Das Vertauschen freier Slots S und 7' ldsst sich nun analog zu GGSchedule in konstanter Zeit
implementieren. Dazu sind die Zeiger der Véter von S und T zu vertauschenden. Eventuell
sind dabei neue Slots anzulegen oder aber rekursiv leer gewordene Slots zu loschen, falls Slots
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nicht vorhanden waren. Auf Grund der beschrankten Baumhohe ist dieses in konstanter Zeit
moglich, die Sattigungszeit dndert sich dabei nicht.

Das Einfiigen eines neuen Slots ist in konstanter Zeit moglich und in Algorithmus 36| darge-
stellt.

Algorithmus 36 : STC-Insert
Einfiigen eines Slots in Saturation- Time-Counter

(=~ B N

®

10

11
12
13

Daten : STC": Die beschriebene Datenstruktur Saturation-Time-Counter.

Globale Variablen : stime: Eine in ST'C gespeicherte Variable fiir die Sattigungszeit.
Parameter : S: Der zu belegende Slot.

Komplexitit : O(1).

Funktion STC-Insert(S: Slot)
Sei S :=Sl(sN,...,Sn);
for k:=N,....,ndo // Durchlaufe aller Slots von der Wurzel zu S
Sk =Sl {Sny--,Sk);
if Sy existiert nicht then lege Slot Sy an;
else if S} ist nicht leer then return ;
// Der Slot S existiert nun und ist leer
S := existierende Slots des von S aufgespannten Teilbaums;
foreach T' € S do
if T ist nicht leer then stime := stime — 6(T);
L Entferne T aus der Struktur STC;
Markiere S als gefiillt;
stime := stime + 6(95);
end

Satz 7.6.14. Sei r ein Request. Wurde in die Datenstruktur Saturation-Time-Counter fir
alle gescheduleten Requests s € No(r) der s enthaltende Slot eingefiigt, so ist stime = dg(r).

Die Struktur kann in O(|T|) erzeugt werden und jede Operation bendtigt konstante Laufzeit.

Beweis. Wir beweisen iiber Induktion:

e Bevor das erste Request s € No(r) geschedulet wurde, ist stime = 0 = dg(r).
e Sei die Bedingung bisher erfiillt und nun werde das Request s in den Slot S geschedulet.

— Fall: Der Slot S ist nicht frei:
Dann ist S in einem nicht-leeren Slot S enthalten, d.h. es ist S C §'. Daher gibt es
keinen Zeitpunkt, zu dem vor dem Schedulen von s kein Request aus No(r) aktiv
war, nach dem Schedulen von s jedoch schon. Somit bleibt dg unverdndert. Ent-
sprechend wird in Zeile [36|fiir S’ die Funktion beendet, ohne das stime verindert
wurde.

— Fall: Der Slot S ist nicht leer:
Analog zum vorherigen Fall dndert sich dg nicht, und in Zeile [36] wird fiir S die
Funktion beendet, ohne dass stime verandert wurde.

149



Kapitel 7 Gestaffelte Requestlidngen

— Fall: Der Slot S ist frei und leer:
In diesem Fall verdndert sich die Sattigungszeit. Nach Schedulen von s ist wéhrend
der gesamten Zeit S ein zu r in Konflikt stehendes Request aktiv. Sei ¢ die Dauer,
zu der vor dem Schedulen ein innerhalb von S liegendes zu r in Konflikt stehendes
Request aktiv war. Dann wird dg zu dg + 6(S) — t. Diese Dauer t entspricht
der Dauer aller nicht-leerer Slots innerhalb von S. Daher wird in Zeile [36| gerade
stime — t berechnet und in Zeile [36| wird stime zu stime — t + 6(5).

Umschedulen von Blécken verdndert weder stime noch dg, daher bleibt bei diesen Operatio-
nen stime = dg(r).

Zur Laufzeit: Bei der Erzeugung muss die Variable stime und ein leeres Array der Lénge
IT'| angelegt werden. Die konstante Laufzeit fiir die Operationen folgt daher, dass N eine
Konstante ist und daher die Zahl der Schleifendurchldufe der einzelnen Schleifen beschriankt
ist. O

7.6.3.2 Saturation-Degree-Counter

Die Struktur des Saturation-Degree-Counter ist sehr dhnlich zum Saturation-Time-Counter.
Anstelle der Variablen stime gibt es eine Variable sdeg fiir den Sattigungsgrad. Aukerdem
muss sowohl das Einfiigen eines Slots als auch das Vertauschen zweier freier Slots leicht abge-
wandelt werden. Diese Operationen sind prinzipiell nicht schwierig, jedoch etwas technisch.
Daher sollen sie hier nur skizziert werden.

Der Siattigungsgrad dgq(r) eines Requests entspricht der Anzahl der rekursiv gefiillten oder
nicht freien Slots der Linge 6(r).

Wird nun ein Request in einen Slot S eingefiigt, so konnen folgende Fille auftreten:
e Der Slot S liegt innerhalb eines gefiillten Slots, dann ist nichts zu verdndern.
e Ansonsten wird der Slot S eingefiigt.

— Fall §(S) > o(r): Es gibt k = % Slots der Lange §(r) in S.

Durch Traversierung ldsst sich die Anzahl [ der rekursiv gefiillten oder nicht-freien
Slots der Lénge d(r) innerhalb von S wie folgt bestimmen: Ein Slot der Lénge
d(r) ist genau dann rekursiv gefiillt, wenn er existiert. Des Weiteren enthilt jeder
gefiillte Slot T' gerade % nicht-freie Slots der Lénge 0(r).

Durch das Fiillen von S erhoht sich sdeg um k—I, d.h. definiere sdeg := sdeg+k—I.
Markiere den Slot S als gefiillt (lege ggf. die dafiir nétigen Slots an) und entferne

anschliefsend alle Slots des von .S aufgespannten Teilbaums.

— Fall 6(S) < d(r): Sei T der Slot der Lange 6(r), der S enthélt. Markiere den Slot
S als gefiillt (lege ggf. die dafiir nétigen Slots an) und entferne alle Requests des
von S aufgespannten Teilbaums. Existierte T' vor dem Einfiigen nicht — d.h. war
T bisher rekursiv leer — so setze sdeg := sdeg + 1.
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T _re ™ r2
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Vor der Umordnung ist dc(r) = 2. (b) Nach Umordnen der Slots SI(0,1) und

S1(1,0) ist ¢ (r) = 1.

Abbildung 7.6: Durch Umordnen freier Slots kann sich der Sittigungsgrad verdndern: Zwei
Schedules fiir N¢(r) eines Request r der Linge 2.

Sollen zwei freie Slots S und T vertauscht werden, so sind prinzipiell nur die Zeiger der
Elternelemente (falls existent) umzudefinieren und ggf. neue Slots anzulegen oder rekursiv leer
gewordene Slots zu 16schen. Jedoch kann sich — falls §(S) = §(T") < o(r) — der Séttigungsgrad
veridndern (siehe Abbildung[7.6). Falls 6(S) = 6(T') < 6(r) ist, werden die folgenden Schritte
ausgefiihrt.

1. Wihle Slots S’ und 7" der Lénge 6(r), die S bzw. T enthalten.

2. Priife, ob das Entfernen von S oder T den Sattigungsgrad verdndert, d.h. wenn S
rekursiv gefiillt ist und S’ frei ist und keinen weiteren rekursiv gefiillten Slot enthilt,
so setze sdeg := sdeg — 1. Analog fiir 7.

3. Priife, ob das Hinzufiigen an die neue Position den Sattigungsgrad verdndert, d.h. wenn
S nach der Umordnung rekursiv gefiillt ist und S’ frei ist und keinen weiteren rekursiv
gefiillten Slot enthilt, so setze sdeg := sdeg + 1. Analog fiir T

4. Vertausche die Slots, d.h. dndere — falls existent — die Zeiger der Elternelemente. Losche
ggf. rekursiv leer gewordene Slots.

Auch diese Operationen sind alle in konstanter Zeit mdoglich. Daher ergibt sich fiir die einzel-
nen Operationen Saturation-Degree-Counter dieselbe Komplexitdt wie bei Saturation- Time-
Counter.

7.6.3.3 Die Algorithmen Multidim-DSATUR und Multidim-TSATUR

In Anlehnung an den DSATUR-Algorithmus gibt es fiir das Schedulen der Requests gleicher
Dauer in Multidim-Greedy nun die folgenden moglichen Heuristiken:

Saturation-Degree-Largest-First: In jedem Schritt wird das noch nicht geschedulete Request
mit maximalem S#ttigungsgrad gewéhlt. Dieser Algorithmus heift Multidim-DSATUR.

Saturation-Time-Largest-First: In jedem Schritt wird das noch nicht geschedulete Request
mit maximaler Sattigungszeit gewdhlt. Dieser Algorithmus heift Multidim-TSATUR.

Dabei wird ein Array stc bzw, sdc der Liange |I'| angelegt, welches fiir jedes Request einen
Saturation- Time-Counter bzw. Saturation-Degree- Counter enthélt. AnschlieRend wird analog
zu Multidim-Greedy ein optimaler Schedule fiir die Requests der Linge 2* erstellt. Dieser wird
anschliefend mittels Bottom-Up-Single bzw. Top-Down-Single auf die ldngeren bzw. kiirzeren
Requests ausgeweitet. Jedes geschedulete Request wird in die Saturation-Counter in Konflikt
stehenden Requests eingefiigt und es wird unter gleichlangen Requests jeweils das Request
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mit maximaler Sattigungszeit bzw. maximalem Sattigungsgrad gewéhlt. Dabei ergeben sich
folgende Modifikationen der Laufzeit:

e Zu Beginn muss ein Array der Linge |I'| angelegt werden, wobei fiir jedes Feld eine
Laufzeit von O(|I'|) zur Initialisierung benétigt wird. Insgesamt benotigt dieser Schritt
eine Laufzeit von O(|T[?).

¢ Die Wahl des Requests mit maximalem Sattigungsgrad bzw. maximaler Sattigungszeit
hat eine Komplexitiat von O(|I'|), da aus einer Menge mit maximal |I'| Requests das
Maximum gesucht wird. Dieses muss fiir jedes Request nur einmal geschehen, daher
bendtigt dieser Schritt insgesamt eine Laufzeit von O(|T'|?).

e Fiir jedes geschedulete Request r € T" miissen die Strukturen der d¢o(r) Nachbarrequests
in konstanter Zeit aktualisiert werden. Dieses hat insgesamt eine Komplexitit von

0| 3 dolr) | = O@IEC]) = 0(©).

re|l|

e Beim Umschedulen zweier Slots miissen |I'| Strukturen in konstanter Zeit modifiziert
werden. Dieses ist maximal |I'| mal erforderlich, daher hat dieses insgesamt eine Kom-
plexitit von O(|T?)

Somit ergibt sich fiir alle zusitzlichen Schritte insgesamt eine Laufzeit von

O(ITP?) + O(IT*) + O(8) + O(IT*) = O(|T).

Die Komplexitat von Multidim-DSATUR und Multidim-TSATUR entsprechen nun der Komple-
xitdt O(g+|T'|+0©) von Multidim-Greedy und der durch die Wahl der Reihenfolge zusétzlichen
entstandenen Komplexitiit Order(|T'|?), d.h. es ist

Multidim-DSATUR, Multidim-TSATUR € O(|T*) + O(g + |T'| + ©) = O(g + |T'|?),
wobei O(g) die Komplexitit der Scheduleerstellung fiir I'=F ist.

Falls einer der folgenden Fille eintritt, so ist g € O(|T'|?).

e Der Schedule fiir I'=F wird mittels einer Greedy-Firbung, z.B. DSATUR, fiir den glo-
balen Konfliktgraphen fiir =% in O(|T'=*|?) ¢ O(|T'|?) erstellt.

e Esist [(G) < |T'| und der Schedule fiir I=F wird fiir Nicht-V D-MC-Netzwerke mit
einem der in Abschnitt beschriebenen Algorithmen GlobalNatSchedule-HD oder
GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec in O(|T=*| - 1(G)) C O(|T|?) erstellt.

In diesen Féllen ergibt sich unmittelbar

Multidim-DSATUR, Multidim-TSATUR € O(|T[?).

Es ist zu erwarten, dass die Saturation-Degree-First-Methode bessere Schedules erzeugt.
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Fazit

8.1 Ergebnisse

In dieser Arbeit wurden verschiedene Ansdtze und Méglichkeiten zum Schedulen von Requests
in baumférmigen Netzwerken analysiert und entwickelt. Die wesentlichen Ergebnisse sind im
Folgenden dargestellt.

Dabei beachte man, dass Algorithmen fiir beliebige Requestdauer auch auf die anderen Fille
iibertragbar sind. Jedoch wird dann nicht zwangsléufig ein natiirlicher bzw. gestaffelter Sche-
dule erstellt. Entsprechend sind die Ergebnisse fiir gestaffelte Requestdauer auf natiirliche
Schedules iibertraghar, bringen dort jedoch keine neuen Erkenntnisse.

Einheitlicher Requestdauer
Fiir Requests mit einheitlicher Dauer wird die Erstellung des Schedules auf das Farben von
Konfliktgraphen zuriickgefiihrt.

e In Halbduplex-Netzwerken sind je zwei Schedules fiir einen Knoten synchronisierbar.
Die Schedules werden dann mit dem Algorithmus GlobalNatSchedule-HD erzeugt. Dar-
aus folgt:

— In Unicast-Netzwerken kann in O(|T|? - 1(G)) ein Schedule mit maximal 3-facher
Lénge des optimalen Schedules erstellt werden (vgl. Korollar [6.3.8)).

— Ist der Knotengrad des Netzwerks beschriankt, so kann — zumindest theoretisch —
in O(|T'| - 1(G)) ein optimaler Schedule erstellt werden. Jedoch ist der Algorithmus
auf Grund einer grofen multiplikativen Konstanten in der Laufzeit praktisch nicht
verwendbar (vgl. Korollar [6.3.9)).

e In Vollduplex-Netzwerken fiir Unicast-Requests sind die Schedules fiir einzelne Kno-
ten durch Farbung des bipartiten Kantenkonfliktgraphen leicht zu konstruieren. Diese
sind jedoch nicht notwendig synchronisierbar. Daher gibt es verschiedene Lésungen,
sequentiell fiir jeden Knoten den Schedule zu erweitern:

— Unter Beibehaltung der bisherigen Farben kénnen bei Traversierung des Baums fiir
jeden Knoten die ungescheduleten Requests dieses Knotens geschedulet werden.
Dieses Algorithmus GlobalNatSchedule-VD-UC-Prec hat bei der Verwendung von
Kantenkonfliktgraphen und einem O(|V| + |E|)-Farbungsalgorithmus eine Kom-

plexitat von O(|T'| - 1(G)) (vgl. Satz [6.3.11]).
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— Fiir jeden Knoten kénnen anhand des Konfliktgraphen beziiglich des bisher er-
stellten Schedules « (Definition zu « synchronisierbare Schedules erzeugt
werden. Diese konnen dann zu « synchronisiert und synchron vereinigt werden.
Dieser Algorithmus GlobalNatSchedule-VD-UC-Classes hat bei Verwendung einer
O(|V| + | E|)-Férbung eine Komplexitét von O(IT|-1(G) + ©% + 3, oy h(v)) (vgl.

Satz [6.3.19)).

e In beliebigen Netzwerken ldsst sich mit GlobalNatSchedule-BC immer ein Schedule durch

Firben des globalen Konfliktgraphen in O(|T'|? + ©%) + O(color) erzeugen. Durch Er-
gebnisse iiber Knotenfarbung folgen die in Korollar dargestellten Ergebnisse: Es
gibt einen Algorithmus zur Erzeugung eines optimalen Schedules mit einer Laufzeit von

4\ T
4 33
@ <3+ 4> O(2,4150"1)

und einen polynomiellen Algorithmus zur Erstellung eines Schedules mit einer Appro-

\rmoglogwn?)_

ximationsgiite k € O ( (log [T)®

Gestaffelte Requestdauer

Haben die Requests exponentiell gestaffelte Ubertragungslingen, so werden die Requests in
Slots gespeichert, so dass jedes Request als Startzeit ein ganzzahliges Vielfaches seiner Dauer
zugewiesen bekommt.

e Falls das Netzwerk kein V D-M C-Netzwerk ist, so kénnen sequentiell fiir jeden Knoten

alle Requests des Knotens mit Exp-First-Fit-Nodes zum erstméglichen Zeitpunkt gesche-
dulet werden. Dieser Algorithmus hat eine Komplexitit von O(|T'| - I(G) + ©%) (vgl.
Satz |7.5.1]).

Existiert ein in O(|T'|? - 1(G)) erstellbarer globaler Konfliktgraph, so gibt es fiir beliebige
Netzwerke folgende Mdglichkeiten:
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e Werden (in beliebiger Reihenfolge) mit Exp-First-Fit die Requests nacheinander auf

den erstmoglichen Zeitpunkt geschedulet, so wird in O(|T'| + ©) ein globaler Schedule
erstellt. Ohne Vergrokerung der Komplexitit konnen die Requests in Decreasing-First-Fit
absteigend nach der Linge sortiert werden (vgl. Abschnitt [7.6.1]).

Der Algorithmus Multidim-Greedy beginnt mit einem Schedule fiir die Requests einer
Lénge und erweitert diesen Anschliefiend auf l&ngere und kiirzere Requests. Dabei wird
bei der Erweiterung auf langere Requests versucht, bestehende Requests umzuschedu-
len. Dieses Verfahren hat — falls der initiale Schedule in einer Dauer von O(g) erstellt
wird — eine Komplexitit von O(g + |[| + ©) (vgl. Satz [7.6.11).

Dabei gibt bei der Erweiterung auf Requests einer Linge 27 die Moglichkeit, dass die
Requests der Linge 27 einzeln geschedulet werden oder dass ein Schedule fiir die Re-
quests erstellt wird und die Klassen dieses Schedules geschedulet werden.

In Anlehnung an den DSATUR-Algorithmus zur Knotenfirbung kénnen im Algorith-
mus Multidim-Greedy die Requests einer Lange nach absteigendem Séttigungsgrad oder
absteigender Sattigungszeit sortiert werden. Die so entstehenden Algorithmen heifien
Multidim-DSATUR bzw. Multidim-TSATUR und haben eine Komplexitit von O(g-+|T|?).



8.2 Ausblick

Wird der Initiale Schedule fiir die Requests einer Linge in O(g) C O(|T'|?) erstellt, so
ist die Komplexitit O(|T|?) (vgl. Abschnitt [7.6.3.3).

Beliebige Requestdauer

Haben die Requests beliebige Ubertragungslingen, so sind Ansétze wie Synchronisation oder
Umschedulen von Requests nicht mehr moglich. Im Wesentlichen werden die Requests sequen-
tiell geschedulet. Basierend auf einem in O(|T'|? - 1(G)) erstellbaren globalen Konfliktgraphen
gibt es folgende Verfahren:

e Mit First-Fit wird in O(|T'|?) jedes Request zur erstmdglichen Zeit geschedulet. Dabei
koénnen die Requests ohne Vergrofserung der Komplexitit in Decreasing-First-Fit abstei-
gend nach ihrer Dauer sortiert werden (vgl. Abschnitt .

e Der Algorithmus List-Scheduling bestimmt ebenfalls in O(|T'|?) einen globalen Schedule
(vgl. Abschnitt [5.2).

e Der Algorithmus List-Scheduling-Levels zerlegt die Requests in disjunkte Mengen, de-
ren Scheduling dquivalent zur Erstellung des Schedules fiir einen Stern ist. Aus der
Approximationsgiite 2 von List-Scheduling fiir Sterne lisst sich folgern, dass die Ap-
proximationsgiite des Algorithmus x = 2|log, V|| ist. Falls |T'| > |V] ist, so hat der
Algorithmus eine Komplexitit von O(|T'|2) (vgl. Abschnitt [5.3).

8.2 Ausblick

Gerade in der diskreten Optimierung sind empirische Untersuchungen oft ebenso wichtig wie
theoretische Ergebnisse. Daher sind die beschriebenen und bewiesenen Algorithmen noch zu
implementieren und ihre Laufzeit und Giite zu analysieren. Dieses ist gerade bei den Algo-
rithmen wichtig, deren Approximationsgiite nicht bekannt ist. Insbesondere existiert fiir die
Algorithmen zu gestaffelten Requestlingen keine theoretische Aussage iiber die Approxima-
tionsgiite.
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A.1 Der Algorithmus Sync-Schedules

Algorithmus : Konkretere Implementierung des Algorithmus Sync-Schedules zur Syn-
chronisation zweier synchronisierbarer natiirlicher Schedules (vgl. Algorithmus

[« IS B AU

10
11

12
13

14
15
16
17

18
19
20
21

Daten : N: Die Struktur des Netzwerks.
R,S: Konfliktfreie Mengen.
Parameter : a: Ein Schedule fiir R als partieller globaler Schedule gespeichert.
B: Ein zu « synchronisierbarer Schedule 8 : S +— m beziiglich der lokalen
Indizierung ¢ (mit 3[i] ist der Wert bzgl. des lokalen Index ¢ gemeint).
©: Eine lokale Indizierung der Menge S.
Riickgabewert : Eine zu a synchrone Umindizierung v von ( mit |y| < max(|al, |5]).
Komplexitit : O(max(|S|,m)).

Funktion Sync-Schedules(a: Schedule, 3: Schedule, ¢: Indizierung von S)

m = |f;

0:m— NoU{oo} ; // Als Array [0,...,m — 1] of Integer
for j:=0,....,m—1do g(j) :=00; // Abbildung zu Beginn leer
w : Array [0,...,m — 1] of Boolean ; // Merke bereits getroffene Werte
for j:=0,...,m—1do u(j) := false ; // Noch kein Wert getroffen

// Definiere g so, dass 0o fBjrns = |rns
foreach £ =0,...,|S|—1do
// Wurde r = p(k) in « bereits geschedulet, dann o(5(r)) := a(r)
if a(p(k)) # oo then

i:= a(p(k));

o(BlK]) =1

if ¢ < m then u[i| := true ; // Markiere Wert p(f[k]) als getroffen

// Setze die Funktion g injektiv auf m fort

1:=0;

for j:=0,...,m—1do

// Ist o(j) undefiniert, so definiere es als p(j) := min(Np\ o(m))
if o(j) = oo then

while ui] doi:=i+1; // Finde n&chsten nicht getroffenen Wert
0(j) = i;
if ¢ < m then u[i] := true ; // Markiere Wert p(j) als getroffen

// Definiere zu « synchrone Umindizierung 7 := pof
v :m — NoU {oco};

for k:=0,...,|S| — 1 do v[k] := o(B[k]);

return v;

end
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Das Symbol oo lésst sich in der konkreten Implementierung durch einen nicht angenommenen
Wert (z.B. —1) realisieren. Um Probleme auf Grund der unterschiedlichen Indizierung der
Requests in a und [ zu vermeiden, seien alle Requests r immer beziiglich der globalen
Indizierung gemeint. Soll der Wert 3(r) fiir einen lokalen Index k des Requests r ausgewertet
werden, so schreiben wir G[k] (in Anlehnung an die Speicherung in einem Array). Somit ist

Vke|S|: Bkl = Ble(k)).
Die entsprechende Schreibweise verwenden wir fiir .

Weiter seien zur Vereinfachung der Notation A = RN S und U := {i : u[i] = true} sowie
K :={i € m: (i) # oo} die Elemente, fiir die g bereits definiert wurde.

Die ForEach-Schleife ab Zeile[7] sei mit Schleife A bezeichnet, die For-Schleife ab Zeile [13| mit
Schleife B.

Wir zeigen nun die Aussagen
(i) Nach Beendigung von Schleife A gilt fiir alle r € A: po 5(r) = a(r).
(ii) Nach Beendigung von Schleife B wurde g injektiv auf m fortgesetzt.

(iii) Am Ende des Algorithmus ist 7 eine zu « synchronisierbare Umindizierung von [ mit
|7] < max(m,n).

Vor dem Aufruf der Funktion gilt nach Voraussetzung:
e qp ist ein Schedule fiir R und a(r) = oo fiir r ¢ R.
e [ ist ein zu « synchronisierbarer Schedule fiir S beziiglich der lokalen Indizierung ¢.

Dann gilt nach Zeile [6] offenbar

m = |f],
Vj=€em:o(j) = o0,
U = 0.

Zu Aussage (i)

Behauptung 1: Das Innere des If-Blocks von Schleife A wird genau fiir alle p(k) € A
ausgefiihrt.

Begriindung: Die Schleife wird fiir alle k£ € |S| durchlaufen, d.h. p(k) durchliuft alle Werte
aus S. Die Bedingung in Zeile [§] ist fiir alle k mit ¢(k) € R erfiillt. Das Innere des
If-Blocks ab Zeile |8 wird somit genau fiir alle ¢(k) € S mit p(k) € R durchlaufen, also
fiir alle (k) €e RNS = A.

Behauptung 2: Ein einmal definierter Wert o(j) wird in Schleife A nicht mehr veréndert.

Begriindung: In Schleife A gilt: Die Funktion ¢ wird nur in Zeile [10| verdndert. Wird die
Schleife fiir ein 7, = (k) mit o(B(rk)) # oo ausgefiithrt, so wurde sie bereits fiir ein
rr = ¢(l) mit B(r;) = B(rg) ausgefiihrt. Dort wurde o(S[l])) = «(r;) definiert. Aus

Satz [6.1.7] folgt
o(Bll)) = a(r) = alrx) = o(BIK]))-

Somit bleibt ein bereits definierter Wert unverindert.
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Behauptung 3: Es gilt Aussage (i).

Begriindung: Nach Behauptung|[l|wird in Schleife A genau fiir jedes r, = ¢(k) € A der Wert
o(B[k]) = a(rg) definiert und nach Behauptung 2| anschliefend nicht mehr verdndert,
d.h. es gilt

Vrp e A 00 B(ri) = o(Blk]) = alrg)

und somit Aussage (i).

Zu Aussage (ii)

Behauptung 4: Aufser unmittelbar vor Zeile [[1] und Zeile [17] gilt

U = o(m)Nm.

Begriindung: Unmittelbar nach der Initialisierung ist
om)Nm = {oc}Nm=0=U.

Die Funktion ¢ wird ausschlieflich in Zeile [10] und Zeile [T6] in der Art verindert, dass
0(j) = i fiir ein ¢ definiert wird. Unmittelbar in den darauf folgenden Zeilen wird
dann wuli] := true gesetzt, falls i < m bzw. i € m ist. Da bestehende Werte o(j)
nach Behauptung [2]in Schleife A und offenbar auch in Schleife B nicht mehr veréndert
werden, geniigt dieses.

Behauptung 5: In Schleife B gilt jederzeit i € m sowie i C U. Nach Zeile [15]ist i ¢ U

Begriindung: Vor dem ersten Schleifendurchlauf ist i = 0 € mund i = 0 = C U. Sei
nun die Aussage vor einem Schleifendurchlauf fiir j erfiillt. Nun sei i’ der Wert von i
zu Beginn der Schleife.

Dann gibt es ein t € {i’,...,m — 1} mit u[t] = false. Denn ansonsten wére
P CUN{,.... m—1}CU = m=iuU{i',.... m—1}CU = m <|U|

Bisher wurde g weder in Schleife A noch Schleife B fiir Werte j definiert. Somit ist
o(j) = oo und

U =o(m)NmC o{m\ {j}}
= [U| < lo(m \ {7} < |m\ {j}H =m—-1<m<|U,

Widerspruch.

Somit existiert ein ¢ € {i,...,m — 1} mit u[t] = false. Die While-Schleife in Zeile
terminiert, wenn i den ersten solchen Wert ¢ annimmt. Dann ist ¢ € m, ¢ ¢ U und
es gilt fur alle ¢/ mit i < ¢’ < i ist u[t'] = true. Daher gilt {¢/,...,i — 1} C U. Nach
Voraussetzung ist jedoch i C U. Somit gilt i =4 U{¢,...,i—1} C U.

Behauptung 6: Die Funktion g ist nach jedem Durchlauf von Schleife B injektiv.
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Begriindung: Vor dem ersten Durchlauf ist dieses nach Aussage (i) und wegen

0o f(r)=p0p(s) = a(r)=a(s) = [(r) =p(s)
erfiillt.

Sei die Aussage nun vor einem Schleifendurchlauf erfiillt und die Schleife B werde fiir j
durchlaufen. Dann wird ¢ nur in Zeile [16| verandert, dort wird o(j) := i gesetzt. Nach
Behauptung || ist ¢ € m und ¢ ¢ U, nach Behauptung {|ist U = o(m) N'm. Somit gilt

iemNi¢U

= iemAi¢olm)Nm

= iem\ (e(m) Nm) =m\ o(m)

=i ¢ o(m).
Sei nun K’ = p(m) vor Zeile |16, Nach Setzen von o(j) := i ist dann o(m) = K’ U {j}.
Dann gilt fiir t # u € o(m): Ist t # j und u # j so ist o(t) # o(u) wegen der
Injektivitdt von g auf K’ nach Voraussetzung. Ansonsten sei 0.B.d.A. v = j und es gilt
o(t) # o(j) = i wegen i & o(m).

Behauptung 7: Es gilt Aussage (ii) und nach Ende von Schleife B o(m) € max(m,n).

Begriindung: Nach Behauptung [6]ist ¢ nach jedem Durchlauf von Schleife B injektiv, also
auch nach dem letzten Durchlauf. Somit gilt (ii).

Die Werte von ¢ wurden nur in Zeile[10]und Zeile[l6|definiert. In Zeile[10] wird o(8[k]) :=
a(p(k)) € max(m,n) gesetzt, in Zeile [16| wird o(j) := i € m C max(m,n) definiert.

Umindizierung des Schedules
Behauptung 8: Es gilt Aussage (iii).

Begriindung: Nach Aussage (i) ist Vr € A: po 3(r) = a(r), nach Aussage (ii) ist o injektiv.
Nach der Schleife in Zeile [19] gilt

Vk € |S| : y[k] = o(B[k])
= Vr, =¢(k) € S:v(k) = o(B(rr))-

Somit ist v die Umindizierung von 3 mit g beziiglich der lokalen Indizierung ¢. Wegen
Behauptung [7] ist |y| < max(m,n).

Nun ist v nach Satz [£.3.6] synchron zu «, denn fiir alle r € A gilt

V(r) =eoB(r) = a(r).
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Laufzeitkomplexitit
Der Algorithmus Sync-Schedules hat eine Komplexitét von O(max(|S|, m)).

Zur Begriindung iiberlegen wir uns die Laufzeitkomplexitit der einzelnen Abschnitte:

Initialisierung bis Zeile [6] in O(m): Es werden Variablen und Arrays der Linge |m| an-
gelegt und mit konstanten Werten initialisiert. Dieses hat eine Komplexitat von O(m).

Schleife A in O(|S]): Diese Schleife wird fiir |S| Elemente ausgefiihrt und jede Zeile
innerhalb der Schleife benotigt konstante Zeit. Somit hat die Schleife eine Komplexitét
von O(|S]).

While-Schleife in Zeile |15 insgesamt in O(m): Die Werte von ¢ wachsen monoton und
nach Behauptung 5| terminiert die Schleife in jedem Durchlauf fiir einen Wert i € m.
Somit kann ¢ maximal m mal inkrementiert werden, die Schleife also maximal m mal
durchlaufen werden. Daher hat sie eine Komplexitét von O(m).

Schleife B in O(m): Die Schleife wird fiir m Elemente durchlaufen, die While-Schleife
ist insgesamt in O(m) und jede andere Zeile wird in konstanter Zeit ausgefiihrt. Somit
hat die Schleife insgesamt eine Komplexitét von O(m).

Definition von ~ in O(|S|): Es wird ein Array der Linge m angelegt. Die Definition
der Werte in Zeile 19| hat eine Komplexitat von O(|S]). Somit hat die Definition von =y
eine Komplexitédt von O(max(|S|, m)).

Die iibrigen Zeilen werden in konstanter Zeit ausgefiihrt. Insgesamt erhalten wir fiir den
Algorithmus somit eine Komplexitéit von
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A.2 Der Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Sync

Algorithmus : Konkretere Implementierung des Algorithmus Knotenkonfliktgraph-Sync
zur Konstruktion eines V D-UC-Konfliktgraphen zu '), (vgl. Algorithmus
Daten : N: Die Struktur des V D-UC-Netzwerks.
class: Eine zu Beginn und am Ende leere Abbildung class : [I'| — Ny U {oc}.
Parameter : v: Der Knoten, fiir dessen Requestmenge I', der Schedule erzeugt wird.
a: Der Schedule fiir die zusammenhéngende zu v benachbarte Menge W.
Riickgabewert : C: Der Knotenkonfliktgraph zu I', beziiglich « als Adjazenzliste.
cl: Abbildung, die jedem Request r € I';, in lokaler Indizierung -y, die
Nummer der Klasse [r] zuordnet.
Komplexitit : O(|T'| + ©(v)).

1 Funktion Knotenkonfliktgraph-Sync(v: Knoten, a: Schedule)

2 (cl, clnum, clc) := Bilde-Klassen;

3 C := Array |0, ..., clnum — 1] of Liste ; // Konfliktgraph als Adjazenzliste
4 C := Add-Kanten(cl, clc);

5 C' := Remove-Kanten(cl);

6 return (C,cl);

7 end

Analog zu Anhang wird fiir ein Request mit lokalem Index i die Schreibweise r; = 7,(4)
beziiglich der in Abschnitt beschriebenen lokalen Indizierung ~, verwendet. Fiir die
Abbildung ¢l : T’y — No U {oco} wird die Notation cl[i] verwendet, wenn i ein lokaler Index in
ist und cl(r;) = cl[i], falls der Wert beziiglich des globalen Index r; gemeint ist.

Wir zeigen die Korrektheit der einzelnen Funktionen und anschliefsend die Korrektheit des
Algorithmus.

Es gelten die Aussagen:

(A) Nach Aufruf der Funktion Bilde-Klassen ist ¢l : I'y, +— clnum eine Abbildung, so dass
beziiglich der in Definition und Satz |6.3.12| definierten Aquivalenzrelation gilt

Vi, k € |Ty|: cllj] = cllk] < rj ~ 1.
Dann ist ¢l : T'y, — clnum surjektiv und cle = cl(RNT,).
(B) Nach Aufruf der Funktion Bilde-Klassen ist fiir alle j € T',: class(j) = 0.

(C) Nach Aufruf der Funktion Add-Kanten enthélt C die in Kanten Ejonr und Egype aus
Definition [6.3.13] Dabei ist jede Kante maximal 9 mal gespeichert.

(D) Nach Aufruf der Funktion Remove-Kanten enthélt C' jede Kante aus Ejop, U Egyne genau
einmal, d.h. C ist der Konfliktgraph zu I';, beziiglich a.
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Funktion : Bilde-Klassen zur Erzeugung der Klassen

Daten : NV, class.
Globale Variablen : v, a.
Riickgabewert : ¢l: Abbildung, die jedem Request r € I', in lokaler Indizierung =, die

Nummer der Klasse [r] zuordnet.
clnum: Anzahl der verwendeten Klassen.
cle: Liste der Klassen [r] fiir ein r € T'yy.

Komplexitit : O(|T).

1 Funktion Bilde-Klassen

2 clnum =0 ; // Anzahl der verwendeten Klassen
3 cl ;= Array [0, ..., |'y| — 1] of Integer ; // Ordnet jedem r die Klasse [r] zu
4 for i =0,...,|Iy] — 1 do cl[i] :== oo;

5 cle .= 0

6 for i:=0,...,|I'y,|] —1do

7 if a(v,(i)) = oo then /! ri =(i) ¢ 'y, somit neue Klasse
8 clli] := clnum;

9 clnum := clnum + 1;

10 else if class(a(v,(i))) = oo then // Neue Klasse bendtigt
11 class(a(vy(1))) := clnum;

12 cle := cle U {clnum};

13 clli] := clnum;

14 clnum = clnum + 1;

15 else

16 L cli] := class(a(v,(7)));

17 fori:=0,...,|I'y/] —1do

18 L if a(vy(7)) # oo then class(a(yy(i))) = oo;

19 return (cl, clnum, clc);
20 end
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Bildung der Klassen

Soweit nicht anders angegeben beziehen sich alle verwendeten Zeilenangaben auf die Funktion
Bilde-Klassen. Die For-Schleife ab Zeile [1] sei mit Schleife A bezeichnet.

Offenbar wird ein Wert cl[i] nach der Initialisierung nur dann veréndert, wenn die Schleife A
fiir + durchlaufen wird.

Behauptung 1: Sei ~ die in Definition und Satz [6.3.12| definierte Aquivalenzrelation be-
ziiglich . Dann gilt vor und nach jedem Schleifendurchlauf fiir 4:

(i) Fiir alle k <1 ist cl[k] € clnum.
(i) Fir alle j € clnum gibt es ein k <4 mit cl[k] = j.

(iii) Fir alle & < mit 7, € Ty gilt class(a(rg)) = cl[k].

(iv) Fiir alle Requests s ¢ {a(rg) : k <i,7, € Ty} gilt class(s) = oo.

(v) Esist cle = {cl(ry) : k <i,r € Tw}.

(vi) Fiir alle j,k € {0,...,4} gilt cl[j] = cl[k] < rj ~ 1.
Begriindung: Vor dem ersten Schleifendurchlauf sind die Aussagen erfiillt.

Seien clnum/, clc, class’ usw. die Werte vor dem Schleifendurchlauf und obige Bedin-
gungen als Induktionsvoraussetzung (IV) bis ¢ — 1 erfiillt.

— Fall r; ¢ T'yy: Dann ist nach Voraussetzung «(r;) = oo, also die Bedingung in
Zeile [l erfiillt. Somit gilt nach dem Durchlauf der Schleife cl(r;) = cl[i] = clnum/,
clnum = clnum’ + 1 und class = class’.

Zu (i): Sei k <. Falls k < i — 1 so gilt nach IV ¢l[k] € clnum’ C clnum. Falls
k =1, so ist cl[k] = cl[i] = clnum’ = clnum — 1 € clnum.

Zu (ii): Sei j € clnum. Falls j € clnum’ so gibt es nach IV ein k <4 —1 < i mit
cllk] = j. Falls j = clnum/, so ist cl[i] = j.

Zu (iii): Wegen r; ¢ Ty und class = class’ folgt dieses nach TV.
Zu (iv): Wegen r; ¢ Ty und class = class’ folgt dieses nach IV
Zu (v): Wegen r; ¢ Iy gilt
cle=cld ={cl(ry) : k<i—1,mp € Tw} = {cl(rg) : k <i,r, € T }.
Zu (vi): Seien j,k € {0,...,i}. Falls j,k € {0,...,i— 1}, so gilt die Aussage nach
IV.

Sonst sei 0.B.d.A. j = 4. Dann gilt cl[j] = cl[i] = clnum’ ¢ clnum’ und nach
IV (i) ist fiir alle I < i — 1: cl[k] € clnum/. Somit ist cl[j] = clk] — j =
k =1i. Nunist r; = r; ¢ 'y, also 7j ~ 1, <= 1; = r}. Daraus folgt

Cl[j]:cl[k} < j:k < Tj:Tk <> Tj:Tk-
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— Fall r; € Ty und class(a(r;)) = oo: Dann wird der If-Zweig aus Zeile [1| durchlau-
fen. Somit gilt nach dem Durchlauf class(a(r;)) = clnum/, cle = cld U {clnum’},
c(r;) = il = clnum’ und clnum = clnum’ + 1.

(i): Analog zu Fall r; ¢ T'yy.

Zu (ii): Analog zu Fall r; ¢ Tyy.

Zu (iii): Sei k < i mit 7, € T'yy. Falls k <i—1 so ist nach IV class(a(ry)) = cl[k].
Falls k =i so ist class(a(rg)) = clnum’ = cl(ry) = cl[k].

Zu (iv): Nach Voraussetzung galt fiir alle s ¢ {a(rg) : £ < i — 1,7, € T'w}
die Aussage. Es wurde ausschlieklich class(a(r;)) umdefiniert, daher gilt die
Aussage weiter fiir alle s ¢ {a(rg) : k <i,7, € T }.

Zu (v): Esist

cle = cld U{clnum'} = {cl(ry) : k <i—1,r, € Tw} U {cl(r;)}
={d(rg) : k <i,ry € Tw}.

Zu (vi): Seien j,k € {0,...,i}. Falls j,k € {0,...,i— 1}, so gilt die Aussage nach
IV.

Sonst sei 0.B.d.A. j = 4. Dann gilt cl[j] = cl[i] = clnum’ ¢ clnum’ und nach
IV (i) ist fiir alle I <4 — 1: cl[k] € clnum/. Somit ist

cdljl =dlk] <= j=k < rj=1;

Nun ist class(a(r;)) = co. Somit kann es kein | < ¢ mit a(r;) = a(r;) geben,
denn sonst wére nach IV (iii)

class(a(r;)) = class(a(r)) = c[l] € cdnum’ = class(a(r;)) # oo.

Widerspruch. Daher gilt fir alle [ < ¢ mit r; € I'y: a(r) # a(r;) = afrj).
Daraus folgt a(r;) = a(ry) <= r; = r; und somit die Aquivalenz

rj~rE = =1V (5, € Tw Aa(ry) = a(rg))
= rj =1 <= cl[j] = k]

— Fall r; € Ty und class(a(r;)) # oo: Dann gibt es wegen IV (iv) ein [ < i mit
r; € I'w und a(r;) = a(r;). Es wird der Else-Zweig aus Zeile |1| durchlaufen und
nach dem Durchlauf gilt cl[i] = class(a(r;)) und alle andere Variablen bleiben
unverandert.

u (i): Sei k <. Falls k < i — 1 so gilt nach IV cl[k] € clnum’ = clnum. Falls
k =1, so ist nach IV (iii) und IV (i)

cllk] = cl[i] = class(a(r;)) = class(a(r;)) = cl[l] € clnum’ = clnum.

Zu (ii): Wegen clnum = clnum’ gibt es nach TV fiir jedes j € clnum ein k <
i—1<imit k] =3j.
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Zu (iii): Sei k <imit r, € Tyy. Falls k <i—1 so ist nach IV class(a(ry)) = cl[k].
Falls k =i so ist cl[k] = class(a(rg)).

Zu (iv): Nach IV gilt fir alle s ¢ {a(ry) : & < i — 1,1, € T'w} die Aussage,
insbesondere gilt sie nun fiir alle s ¢ {a(rg) : k <i,r, € Tw}.

Zu (v): Wegen
cl(r;) = class(a(r;)) = class(a(ry)) = c(ry) € {cl(ry) : k<i—1,r, € Ty}
gilt

cle=cld ={cl(ry) : k<i—1,r, €Ty}
={cl(ry) :k<i—1LrpelwrU{c(r)}={cl(ry) : k <i,rp € Ty}

Zu (vi): Seien j,k € {0,...,qi}. Falls j,k € {0,...,i— 1}, so gilt die Aussage nach
Voraussetzung.

Sonst sei 0.B.d.A. j = 4. Ist auch k£ = 4, so gilt die Aussage. Sei nun k < i.
Dann ist wegen a(r;) = a(r;) auch clfi] = class(a(r;)) = class(a(ry)) = cl]l]
und nach Definition r; ~ r;. Es folgt
cli] = cllk] les ist cl[i] = cl[l]
<= c[l] = cllk] |Wegen k,l < i Anwendung von IV (vi)
=~ | Transitivitét der Aquivalenzrelation ~ und 7; ~ r;

T ~ Tk

Behauptung 2: Es gilt Aussage (A).
Begriindung: Aus Behauptung (1| folgt nach dem letzten Schleifendurchlauf: Nach (vi) gilt

Vi, ke |y : clj] = clk] <= rj ~ry.

Nach (i) gilt fur alle k& € |I'y|: c[k] € clnum, d.h. fir alle r, € T'y: cl(rg) € clnum.
Somit ist ¢l eine Abbildung I', — clnum. Nach (ii) existiert fiir alle j € clnum ein
k € |T'y| mit cl[k] = j, d.h. ein rp € T'y mit cl(ry) = j. Somit ist ¢l : I'y, — clnum
surjektiv.

Nach (v) gilt

cle ={cl(ry) : k € |Uy|,rx € Tw}
={cl(rg) :mx € Ty,rp € Tw}
={cl(rg) :rr €Ty Ny}
=c(TyNTy).

Behauptung 3: Es gilt Aussage (B).
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Begriindung: Nach Behauptung [I{iv) gilt nach Beendigung der Schleife A: Fiir alle Re-
quests s ¢ {a(rg) : k € [Ty|,mx € Tw} ist class(s) = oo. Das heift, fiir alle Requests
s ¢ a(l, NTy) ist class(s) = co.

In der For-Schleife ab Zeilewird fiir alle ¢ € |I'y| mit 7; € I'y der Wert class(a(r;)) ==
oo gesetzt, d.h. nach der Schleife gilt: Fiir alle s € T, N Ty ist class(a(s)) = oo.

Somit folgt: Fiir alle s ist class(a(s)) = oco.
Zur Komplexitit: Es gilt Bilde-Klassen € O(|T|).
— Die Initialisierung bis Schleife A hat eine Laufzeit von O(|T',]).

— Jeder der |I'y| Schleifendurchldufe von Schleife A benétigt konstante Zeit, daher
hat Schleife A eine Gesamtkomplexitét von O(|I'y]).

— Die Schleife in Zeile [I| hat eine Komplexitét von O(|T']).

Insgesamt ergibt sich fiir die Komplexitét Bilde-Klassen € O(|T')).

Hinzufiigen der Kanten

Funktion : Add-Kanten zum FEinfiigen der Kanten

Daten : N, class.

Globale Variablen : v, C.

Parameter : cl: Abbildung, die jedem Request r € I, in lokaler Indizierung ~, die
Nummer der Klasse [r] zuordnet.
cle: Liste der Klassen [r] fiir ein r € T'yy.

Riickgabewert : Konfliktgraph C, ggf. mit mehrfach vorkommende Kanten.

Komplexitit : O(|T| + ©(v)).

1 Funktion Add-Kanten(cl: Klassen als Abbildung, clc: Klassen der Requests aus 'y )
// Kanten aus FEj,,; einfiigen
for e :=0,...,8(v) do
foreach i € in,(e) do foreach j € in,(e) do if cl[i] # cl[j] then
| Clelfd]] := Clel[i]] U {ell]};
foreach i € out,(e) do foreach j € out,(e) do if cl[i] # cl[j] then

| Clel(i)] = Clel(D)] U {cl(j)};

// Kanten aus FEy,,. einfiigen
foreach y € clc do foreach z € clc do if y # 2z then

| Cly:=Clylu{z};

9 return C,

10 end

Im Folgenden beziehen sich alle Zeilenangaben auf die Funktion Add-Kanten. Die For-Schleife
ab Zeile 2] wird mit Schleife B bezeichnet, die For-Schleife ab Zeile [2] mit Schleife C.
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Zur Vereinfachung identifizieren wird die Liste C[i] mit der Menge der in C[i] enthaltenen
Elemente. Das ist insofern ein Unterschied, als dass in einer Liste Elemente mehrfach ge-
speichert werden, in der Menge jedoch nicht. Dieses verhindert einen formalen Beweis von
Behauptung [7], so dass diese nur anschaulich bewiesen werden soll.

Dann sagen wir, der Graph C' enthélt eine Kante e = {i,j} (1.Z. e € E¢), falls i € C[j] und
J € C[i] ist. Fiir ein Request rist [r] ={s €Ty :r~s}={sely,:c(r)=cl(s)}.

Behauptung 4: Nach jedem Durchlauf der Schleife B fiir eine Kante e gilt fiir alle &
Clelk]] = {cl[l] : 7 e~ 1y, fiir eine Kante f < e}.

Begriindung: Vor dem ersten Durchlauf ist nichts zu zeigen. Sei die Aussage nun vor einem
Durchlauf erfiillt und C’ das Array C' vor dem Durchlauf.

Sei k € |I'y| fest gewdihlt.

— Fall e ¢ E,,: Dann wird C[cl[k]] nicht veréndert. Da es kein r; mit 7 e~ 1y gibt
folgt

Clel(k)] = C'[el(k)] = {cl[l] : r e~ s 7y, fiir eine Kante f <e— 1}
= {cl[l] : r; e~y 7}, fiir eine Kante f < e}.
— Fall e € E,, und e"*" = v: Dann ist r; € in,(e) und in der ForEach-Schleife ab

Zeile 2] folgt

Clellk]] = C'[el[k]) U {cllj] : rj € iny(e), cl[j] # cl[k]}

= C'[cl[k]] U {cl[j] : €7 = v, cl]j] # cl[k]}
= {cl[l] : 71 e~ 7y, fiir eine Kante f < e — 1} U {cl[j] : 7j e~e 11}
= {cl[l] : 71 e~y 7y, fiir eine Kante f < e}.

— Fall e € E,, und €™~ = v: Dann ist 74 € out,(e) und die Uberlegung ist Analog
zum vorherigen Fall mit Zeile

Fiir jeden Fall folgt nach dem Durchlauf die Behauptung.

Behauptung 5: Nach dem Ende der Schleife B gilt ist Ec = Egons, d.h. fiir k,1 € [T'y|:

drp € [Tk] ANry € [T‘l} mit ry e~ rp <= {Cl[l],d[k]} € Ec.

Begriindung: Nach Behauptung [4] ist nach Ende der Schleife B fiir jedes k:

Clel[k]] = {cl[l] : 71 e~ 7y, fiir eine Kante f € F(v)}
= {cl[l] : rp e~y i} = {cl]l] s 7y e T}

wobei die letzten Gleichheit wegen ry,r; € 'y nach Satz [4.2.24] gilt.
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Dann folgt

Arpr € [r] Arp € [ry] mit rr e Ty
<= 3k, I mit cl[k'] = cl[k] Acl[l'] = cl[l] und rp o~ 7y
< JK', ' mit cl[k'] = cllk] A cll'] = cl[l] und cl[k'] € Cl[l']] A cl[l'] € Clel[K]]
<= cl[k] € C[cl[l]] A l[l] € Clel[k]]
<= {c[l],clk]} € Ec.

Behauptung 6: Es gilt der erste Teil der Aussage (C): Nach dem Ende der Schleife C gilt

ist Eo = Ekonf U Esync~

Begriindung: Vor dem Durchlauf der Schleife C ist Fcr = Eg = Egop -

Nach Aussage (A) ist clc = cl(T'y NTw). Ist nun ¢ # j € cle, so wird in Schleife C
fir y = i und z = j dann C[i] := C[i] U {j} und fiir y = j und z = i entsprechend
C[j] := C[j] U{i} gesetzt, also die Kante ij = {i,j} zu C hinzugefiigt. Da offenbar
keine weiteren Kanten zu C hinzugefiigt werden, folgt nach Schleife C:

Ec=FEc U{ij:i,j€cle,i # 5} lcle = cl(T'y NTyy)
= Ek:onf U {Z] D= Cl(rk)mj = Cl(?"l),?“k,Tl elyN Fw,Cl(Tk> 7£ Cl(rl)}
Fiir ri, 7 € Ty gilt a(rg) = a(r) < rp ~1r < cl(rg) = cl(r). Somit folgt
Ec = Egony U{ij 1 i = cl(rg),j = cl(ri), g, 7 € Ty N T, ar) # a(r) }

= Eions U{{cl(ry),cl(r))} : i, € Ty N Ty, ary) # a(r) } [Tk, € Ty,
= Ekonf U Esync

Behauptung 7: Es gilt der zweite Teil der Aussage (C): Jede Kante e := {cl(r),cl(s)} ist

maximal 9 mal in C' gespeichert.

Begriindung: (Anschaulich:) Seien 7, r; Requests mit cl(ry) = cl(r) und cl(r;) = cl(s).

Dann haben 7, und r, in maximal zwei zu v inzidenten Kanten einen Konflikt. In
Schleife B wird somit fiir das Tupel (rg,r;) die Kante e maximal doppelt in C ein-
gefiigt. Nach Lemma enthalten [r] und [s] maximal zwei Elemente, daher kann
es maximal 4 solche Tupel (rg,7;) geben und die Kante e wird maximal 8 mal ein-
gefiigt. Da clc jedes Klasse [t] fiir ¢t € I'yy genau einmal enthélt, wird eine Kante in
der Schleife C maximal 1 mal eingefiigt. Somit ist eine Kante e maximal 9 mal in C
gespeichert.

Zur Komplexitit: Es gilt Add-Kanten € O(O(v) + |T',]).
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— Sei A =T, NT'y. Dann hat die Schleife C nach Lemma [6.3.16] eine Komplexitét
von

(Iel(M)F) < O(IA]%)

(
(IAJ(JAl = 1) + [A]) € O(4O(v) +2|Ty | + [T
= 0(0(v) + )

O(|cle)?)

(@)
coO

Zusammen folgt fiir die Gesamtkomplexitét Add-Kanten € O(O(v) + |T']).

Entfernen mehrfacher Kanten

Funktion : Remove-Kanten zum Entfernen mehrfacher Kanten
Daten : N, class.
Globale Variablen : v, C.
Parameter : cl: Abbildung, die jedem Request r € T', die Klasse [r] zuordnet.
clnum: Anzahl der Klassen.
Riickgabewert : Konfliktgraph C als Adjazenzliste, in dem jede Kante einfach
vorkommt.
Komplexitit : O(|T'| + ©(v)).

1 Funktion Remove-Kanten(cl: Klassen als Abbildung, clnum: Anzahl der Klassen)
2 U := Array |0,...,clnum — 1] of Boolean, mit false initialisiert;
3 fori=0,...,clnum —1 do
4 foreach j € C[i] do
5 if U[j] then entferne das aktuelle Element j aus C[i];
6 else Ulj] := true;
7 foreach j € Ci] do UJj]| := false;
return C
9 end

Im Folgenden beziehen sich alle Zeilenangaben auf die Funktion Remove-Kanten. Die For-
Schleife ab Zeile 3] wird mit Schleife D bezeichnet, die ForEach-Schleife ab Zeile [3] mit Schlei-
fe E.

Der Zustand C[i] wird durch den Vektor (¢;1, ..., cin) reprisentiert. Sei p die Position des
aktuellen Elements in der Liste. Das Entfernen des aktuellen Elements bedeutet dann das aus
dem Zustand C'[i] = (¢},...,c,,,) vor dem Entfernen der Zustand C[i] = (ci1,...,Cin) =
(¢, ,c;pfl, C;,p+1’ c...) wird. Das bedeutet, dass die Variablen sich wie folgt verédndern:

n=n—1

p=p -1

cr =0y firi=1,...,p =1

Cik :Cg,k+1 firi=9p,...,n -1
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Behauptung 8: Vor dem ersten Durchlauf der Schleife E sei Ulk] = false fiir alle k und
C[i] == (di1, . .., dim) der Zustand von C. Sei p die Position in der Liste C[i] und ¢ die
Zahl der bereits durchlaufenden Elemente. Dann ist ¢;, = d;q und es gilt:
(1) ES iSt {Cila e 7Cip} = {dila e 7diq}~
(i) Fir alle k,1 € {0,...,p} ist c;x # cy.
(iii) Esist Ulj] =true <= j € {ci1,...,Cip}-

Begriindung: Vor dem ersten Durchlauf ist p = ¢ = 0 und alle Aussagen sind offensichtlich
erfiillt. Seien die Aussagen nun als Induktionsvoraussetzung IV vor dem Durchlauf g fiir
J erfiillt. Seien C'[i] = (¢};,...,¢,), V', ¢, n' und U’ die Variablen vor dem Durchlauf.
Dann gilt nach der Wahl des néchsten Elements: ¢ =¢' + 1, p=p'+ 1 und ¢;p, = j.

— Fall U[j] = true: Das aktuelle Element ¢;, = j wird entfernt, d.h. es ist
n=n'—1
p=0+1)-1=p
Cik:C;k fflI‘iZl,...,(p/—{—l)—l:p’
Cik = Cipyp fir i =p' +1,...0" = 1.

u (i): Wegen U[j] = true ist nach IV (iii)

diq:cip:jE{Cg-l,..., zp}*{d’llv"ﬂ zq}

und somit folgt

{cﬂ,...,cip}:{cﬂ,...,cl-p/}:{c;l,..., zp} {dzla~-- }
= {dil,- . -7diq’} U {dzq} = {dih- R iq}-

u (ii): Seien k,l € {0,...,p} = {0 ..,p'}. Dann folgt die Aussage aus IV (ii)

wegen {cit, ..., Cip} = {Ciys-- -, iy}

Zu (iii): Es ist

Ulk] = true <= U'[k] = true <= ke {cd,..., Zp =A{cit, ..., cip}
— Fall U[j] = false, dann ist nach IV (iii) dig = cip = j & {c}y,. .., ¢} }-

Zu (i): Es ist

{Cila e ,Cip} :{Cih ceey Ci,pfl} U {Cz‘p} = {C;l, cey zp } U {dlq}
:{dz‘h .. .,diq/} U {dzq} = {dz‘h e iq}-

u (ii): Seien k,l € {0,...,p}. Falls k,1 € {0,...,p'}, so folgt die Aussage wegen
{cit, ... e} = {4, .. 5 ¢iy} aus IV (il). Ansonsten sei 0.B.d.A. I = p und
k < p'. Dann ist czk =c € {cdq,..., Zp} und wegen U'[c;p] = U[j] = false
ist cip & {cjys-- -, Clpy . Somit ist ¢ # cip..
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Zu (iii): Es wird U[j] := true definiert. Dann ist nach IV

Ulk] = true <= U'lk] =trueVk=j < kE{cgl,...,cgp/}\/k:cip
— ke{cila"'aci,p—l}\/kzcip — kE{Cil,...,Cip}.

Behauptung 9: Sei vor dem ersten Durchlauf der Schleife E U[k] = false fiir alle k. Dann
gilt nach Ende der Schleife:
(i) Esist {ci1,...,cin} ={di1,...,dim}.
(i) Fir alle k,1 € {0,...,n} ist ¢;x # cy.
(iii) Esist U[j] = true < j € {ci1,-..,Cin}-
Begriindung: Dieses folgt unmittelbar aus Behauptung [§| nach dem letzten Schleifendurch-

lauf, denn dann ist p = n und ¢ = m.

Behauptung 10: Vor und nach jedem Schleifendurchlauf von Schleife D ist U[j] = false
fiir alle j.

Begriindung: Vor dem ersten Schleifendurchlauf ist dieses wegen der Initialisierung von U
erfiillt. Sei es vor einem Durchlauf der Schleife D fiir ¢ erfiillt. Dann gilt nach Behaup-
tung [9) nach Ende der Schleife E, also vor Zeile B U[j] = true <= j € {ci1,...,cip},
insbesondere also fiir alle j ¢ {c;1,...,cip} bereits U[j] = false. Nach Zeile [3| gilt fiir
alle j € {ci1,...,cip} ebenfalls U[j] = false. Somit ist U[j] = false fiir jedes j.

Behauptung 11: Es gilt Aussage (D).

Begriindung: Nach Behauptung [10| gilt zu Beginn jedes Schleifendurchlaufs U[j] = false
fiir jedes j, somit ist die Bedingung von Behauptung [9] in jedem Durchlauf erfiillt.
Darum gilt nach Ende der Schleife D fiir jedes i die Eigenschaften aus Behauptung [9]
Insbesondere besagt (i), dass — als Menge aufgefasst — E¢ nicht verédndert wurde, also
wegen Aussage (C) weiter Eg = Ejong U Egync ist. Weiter besagt (ii), dass in C[i] jeder
zu ¢ benachbarte Knoten nur einmal gespeichert ist, insgesamt also jede Kante nur
einmal gespeichert ist.

Zur Komplexitédt: Es gilt Remove-Kanten € O(|V|+|E¢|): Im Folgenden ist mit d¢(7) der
Grad des Knoten im Konfliktgraphen i gemeint, wihrend |C[é]| die tatsachliche Lénge
der gespeicherten Liste (mit mehrfachen Kanten) ist. Dann gilt

— Die Initialisierung von U hat eine Komplexitidt von O(clnum) = O(|V¢]).

— Die Liste C[i] enthilt nach Aussage (C) jeden zu i benachbarten Knoten maximal
9 mal, d.h. es ist fiir die Lange |C[i]| € O(dc(i)). Die Schleife E hat somit eine
eine Komplexitit von O(1 + |C[i]|) = O(1 + dc(7)).

— Die Schleife in Zeile [3| hat eine Komplexitat von O(d¢(7)).

— Die Schleife D hat daher eine Komplexitit von
Y (140(de(i)) = O(cnum + 2| Eg|) = O(|Ve| + | Ec|).

iEclnum

Insgesamt ergibt sich mit Lemma [6.3.17

Remove-Kanten € O(|Vo| + |Ec|) € O(O(v) + |T'y)).
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Zusammenfassung  Sei C der Konfliktgraph fiir I';, beziiglich «.

Nach dem Aufruf von Bilde-Klassen wurden die Klassen korrekt gebildet.

In der néichsten Zeile wird ein leerer Graph mit den Knoten Vi erzeugt.

Nach dem Aufruf von Add-Kanten enthélt dieser alle Kanten von E¢.

Nach dem Aufruf von Remove-Kanten enthilt dieser alle Kanten von E¢ genau einmal.

Somit wird die Adjazenzliste fiir C' zuriickgegeben, die jede Kante genau einmal enthilt.

Die Laufzeitkomplexitit ergibt sich aus der Summe der Einzelkomplexitéiten, es ist

Knotenkonfliktgraph-Sync € O(|T'y| + |I'y| + (O(v) + |T'w|) + (©(v) + |T'y])) = O(O(v) + |T'y]).
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